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Co mozemy opisaé uktadem dynamicznym?”

Abstract. In this paper we present several examples of simple dynamical sys-
tems describing various real processes. We start from well know Fibonacci
sequence, through Lotka-Volterra model of prey-predator system, love affair
dynamics, ending with modelling of tumour growth.

1. Wstep

We wspoélczesnym swiecie czesto spotykamy sie z catkowitym niezrozumieniem
roli matematyki — zaré6wno w kontekscie codziennego zycia, jak i w szerszym kon-
tekscie naukowym. Ogot spoteczenstwa nie zdaje sobie sprawy, ze gdyby nie rozwoj
réznych dzialow matematyki, nie bytoby mozliwe choéby bezpieczne korzystanie
z bankowosci internetowej (rozwoj teorii liczb pozwala doskonali¢ metody szy-
frowania przekazu danych) czy podroze na duze odleglosci (konstruowanie coraz
doskonalszych samolotéw wiaze sie réwniez z rosnacymi mozliwodciami rozwia-
zywania réwnan opisujacych prawa ruchu, a choé znamy je od lat, wielu z nich
do tej pory nie tylko nie potrafimy rozwiazaé¢, ale nawet wykazaé, ze rozwiaza-
nia istnieja). Lekarze, przyrodnicy i inni naukowcy wykorzystuja (czesto zupelnie
nieSwiadomie) metody matematyczne pozwalajace zinterpretowa¢ wyniki badan
i wysnué¢ odpowiednie wnioski. Warto wiec juz na poziomie szkolnym wskazywac
ciekawe przyklady zastosowania matematyki, a jednym z narzedzi najczesciej wy-
korzystywanych do opisu réznych zjawisk sa uklady dynamiczne.

W artykule przedstawie kilka prostych przykladow, ktérymi mozna sie postu-
zy¢, by pobudzié ciekawo$é uczniéw, studentéw i ogélnie osob, ktore nie zetknely
sie do tej pory z takimi zagadnieniami jak wykorzystanie narzedzi matematycz-
nych w innych dziedzinach. Okazuje sie, ze uklady dynamiczne mozna stosowac
w zasadzie wszedzie, ograniczy¢ nas moze tylko wlasna wyobraznia i ewentualnie
brak wiary w potege ludzkiego rozumowania ujetego w ryzy matematyki. Zainte-
resowanym tematyka zastosowan matematyki (nie tylko uktadow dynamicznych)
w naukach przyrodniczych, medycznych i spotecznych moge poleci¢ znakomity,
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dwutomowy podrecznik J. D. Murraya Mathematical Biology (2002, 2003), ktorego
plerwsza czesé zostalta przettumaczona na jezyk polski (Murray, 2006), podrecznik
D. Wrzoska Matematyka dla biologéw (2010) i zbior zadan M. Bodnara (2013),
gdzie mozna znalezé duzo elementarnych przyktadéw matematycznego opisu za-
gadnien biologicznych oraz konkretne zadania majace swoje biologiczne podstawy,
a takze podrecznik Matematyka w biologii (Forys, 2005) czy dostepny na stronie
Wydziatu MIM UW skrypt do wyktadu Modele matematyczne biologii © medycyny.
Najnowsza Delta (483) jest w calosci poswiecona modelowaniu matematycznemu
— bedzie wiec mozna zapoznaé sie z réznymi zagadnieniami opisanymi w sposéb
dosé prosty, na poziomie licealnym. Trzeba tez wspomnieé o najnowszym podrecz-
niku akademickim, autorstwa R. Rudnickiego (2014), ktory jest obecnie jednym
z najznakomitszych polskich matematykoéw uprawiajacych matematyke stosowana.

Zanim przejdziemy do opisu konkretnych przyktadéw, nalezy przyblizyé po-
jecie ukladu dynamicznego. Uktad dynamiczny jest to struktura matematyczna
pozwalajaca przewidzieé stan uktadu w przyszlosci, jesli znamy jego stan w bieza-
cej chwili ¢ oraz jego (chwilowe) tendencje zmian. Oczywidcie te tendencje zmian
podlegaja pewnym prawom, wiec aby je opisa¢, musimy znaé te prawa. Czasa-
mi potrzebna jest takze znajomosé historii, co nie stanowi jednak przeszkody, ale
prowadzi do zwiekszenia wymiaru przestrzeni, w ktorej ukltad rozpatrujemy.

Od strony formalnej rozrézniamy uktady ciggte i dyskretne. Zalezy to od tego,
czy badamy dane zjawisko tylko w wybranych punktach w przestrzeni czasowej,
czy chcemy znaé jego przebieg z dowolnej chwili ¢. W ukladzie dyskretnym najcze-
Sciej przestrzerl czasowa utozsamiany ze zbiorem liczb catkowitych, a w ciaglym
ze zbiorem liczb rzeczywistych. Poniewaz jednak zwykle interesuje nas przysztosé,
nie historia, to mozna tez moéwié¢ o tzw. pétuktadach dynamicznych, dla ktérych
przestrzen czasowa ograniczamy odpowiednio do liczb naturalnych (N) i rzeczy-
wistych nieujemnych (R*). Na potrzeby tego artykulu dany uktad dynamiczny
bedziemy utozsamiaé z jego rozwigzaniami. Wobec tego dla ukladu dyskretnego
bedziemy moéwic o ciagach, a dla uktadu ciagtego o funkcjach zmiennej rzeczywi-
stej w przypadku trajektorii uktadu, albo o krzywych w odpowiedniej przestrzeni
R™ dla uktadu o wymiarze n, jesli bedziemy chcieli zobrazowaé zachowanie uktadu
w przestrzeni fazowe;j.

Analizujgc konkretny uktad dynamiczny, poszukujemy zwykle specyficznych
rozwigzan, w tym rozwigzan stacjonarnych (inaczej standw stacjonarnych), czyli
takich, ktore nie zaleza od czasu, badz rozwigzarn okresowych, ktére odzwiercie-
dlaja cykliczno$é opisywanych procesow. W przypadku uktadu dyskretnego stan
stacjonarny jest reprezentowany przez ciag staly, zas w przypadku uktadu ciagtego
przez funkcje stala. Stany stacjonarne mozemy podzieli¢ na stabilne i niestabilne.
Stan stacjonarny jest stabilny, jesli dla warunku poczatkowego bliskiego temu sta-
nowi rozwiazanie pozostaje blisko niego w przyszlosci. Jesli dodatkowo rozwiazanie
przybliza sie do stanu stacjonarnego wraz z uplywem czasu, to stan stacjonarny
nazywamy asymptotycznie stabilnym. Z kolei jesli jakie$ rozwiazanie z warunkiem
poczatkowym blisko stanu stacjonarnego oddala sie od tego stanu wraz z uptywem
czasu, to powiemy, ze stan stacjonarny jest niestabilny. Podobnie mozemy klasy-
fikowaé takze rozwiazania okresowe. Dobra ilustracje stabilnosci i niestabilno$ci
stanowi fizyczny przyklad pilki umieszczonej na gorce i w dotku. Zaréowno gorka,
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jak i dotek, stanowia stany stacjonarne dla ruchu pitki — jesli umiescimy w tych
punktach pitke i nie bedziemy jej rusza¢, to pitka pozostanie na miejscu. Jesli
popchniemy piltke, to nastepuje wychylenie ze stanu stacjonarnego i w przypadku
gorki — pitka juz do wyjsciowego polozenia nie wroci (stan jest niestabilny), nato-
miast w przypadku dotka — po pewnym czasie pitka z powrotem wroci na miejsce
(stan jest stabilny).

W kolejnych rozdziatach oméwimy kilka konkretnych przyktadow zastosowan
uktadéw dynamicznych. Rozdzial drugi poswiecimy wprowadzeniu ciagu Fibonac-
ciego i zagadnieniu hodowania krolikow, do ktorego ten ciag stosujemy. W rozdziale
trzecim opiszemy model Lotki-Volterry ekosystemu drapieznikéw i ofiar. W roz-
dziale czwartym pojawi sie ciekawy przyklad modelowania zwiazkéw romantycz-
nych i proba wyjasnienia na tej podstawie fenomenu ,picknej i bestii”, a na koniec
naszkicujemy podej$cie do modelowania réznych etapéw rozwoju nowotworu.

2. Ciag Fibonacciego

Na poczatek odrobina historii. .. Leonardo z Pizy (1170-1250), znany jako Fi-
bonacci, urodzit sie jako syn bogatego kupca, Guilelma z rodziny Bonacci. Stad
wzial sie jego przydomek ,Filus Bonacci”, skrocony jako ,Fibonacci”, pod ktorym
znamy go dzisiaj. Fibonacci zdobyl wyksztalcenie w Afryce Polnocnej, gdzie je-
go ojciec przebywal na swoistej placéwce — reprezentowal kupcoéw Republiki Pizy,
ktorzy sprzedawali towary w 6wczesnej Bugii. Przypuszczamy, ze tam Fibonacci
mogt poznaé prace matematykow arabskich i wiedze te przekazal w opublikowa-
nych po powrocie ok. roku 1200 do Pizy ksiazkach. Swoim wspotczesnym Fibonacci
znany byt gléwnie ze swojego podrecznika do rachunkdéw Liber abaci, w ktorym
m.in. wprowadzit cyfry arabskie i system dziesietny. Jednak nieprzemijajaca sta-
we zyskal dzieki zdefiniowanemu w tym samym podreczniku ciagowi. W trzecim
rozdziale Liber abaci Fibonacci przedstawil nastepujace zagadnienie:

Pewien cztowiek wzigl pare krolikow i umiescit je w miejscu otoczonym
ze wszystkich stron murem. Ile krolikow urodzi sie z tej pary w ciggu roku,
jesli zatozymy, zZe z kazdej pary po miesigcu rodzi sie nowa para, ktora staje
sie ptodna po uptywie kolejnego miesigca?

Jako rozwiazanie tego zagadnienia Fibonacci zaproponowal ciag:
1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144 . ..

ktory nazywamy ciagiem Fibonacciego. Zauwazmy, ze w Liber abaci Fibonacci
pominal pierwszy wyraz ciagu, gdyz — zgodnie z opisem — skoro kazda, to pierwsza
para tez staje sie ptodna dopiero po uptywie miesiaca, wiec na poczatku powinien
by¢ dodatkowy wyraz rowny 1. Jednak wypisujac kolejne liczby tego ciagu, zwane
liczbami Fibonacciego, nie ma sensu powtarzac¢ 1, dlatego zapewne Fibonacci tego
nie zrobil.

Jest to najstarszy znany nam przyktad zastosowania uktadu dynamicznego do
opisu jakiegos zjawiska. Jak za pomoca uktadu dynamicznego opisaé¢ zagadnienie
przedstawione przez Fibonacciego?
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Niech F;,, oznacza liczbe par w miesiacu m. Ile bedzie tych par? Oczywiscie
tyle, ile byto poprzednio, powigkszone o liczbe nowonarodzonych. A ile bedzie no-
wonarodzonych? Tyle, ile byto dojrzatych par zdolnych do rozrodu. Otrzymujemy
zalezno$é:

F,, =Fn_1+ F,_o dla m > 2,

gdyz:
1. F,,—1 to liczba wszystkich par w poprzednim miesigcu,

2. F,,—2 to liczba par, ktore sa juz dojrzate, wiec zdolne do rozrodu, a z kazdej
pary otrzymujemy jedna nowa.

Mamy wiec réwnanie rekurencyjne, czyli takie, ktore opisuje biezaca liczebnosé
populacji za pomoca liczebnosci wczesniejszych. W réwnaniu tym istotna role od-
grywa historia, poniewaz na wielko$¢ populacji w miesiacu m wplywa nie tylko
liczebnos¢ z poprzedniego miesiaca m — 1, ale takze z miesiaca m — 2. Interesu-
je nas, jak wyznaczy¢ kolejne liczby Fibonacciego. Widzimy, ze struktura ciagu
Fibonacciego jest w pewnym sensie podobna do ciggu geometrycznego, mozemy
wiec sprobowaé poszukaé rozwiazan w takiej samej postaci, jak w przypadku cia-
gu geometrycznego, czyli postulujemy, ze F,, = ¢". Wstawiajac te zaleznosé do
formuty rekurencyjnej opisujacej Fi,, dostajemy

qm _ qm—l 4 qm—Q

a po skroceniu przez g (zakladajac, ze ¢ jest niezerowe — oczywiscie mamy tez
rozwiazanie tozsamosciowo réwne 0, ktére spelnia formule rekurencyjng, ale nie
spelnia zalozen naszego zadania)

¢ =q+1,
czyli q spelnia rownanie kwadratowe
¢ —q—1=0, (1)

ktorego pierwiastki sa rowne q; = 1+2‘/5 oraz qg = 1_2‘/5. Ostatecznie mozemy przy-
puszczaé, ze liczby Fibonacciego powstaja jako kombinacja liniowa dwéch ciagdw

geometrycznych o ilorazach q; i go, czyli

Fon = a1(q)™ + az2(g2)™,

gdzie a; i as wyznaczamy z warunkoéw poczatkowych, tzn. F; =11 Fy = 1.

Powyzsze postepowanie jest jednak nieformalne, choé¢ otrzymujemy w ten spo-
sob poprawne rozwiazanie. Formalnie chcemy przedstawié¢ nasze zagadnienie w po-
staci dyskretnego ukladu dynamicznego. Jesli teraz zamiast ciagu (F,,),_, roz-
wazymy wektor liczebnodci w dwoch kolejnych miesiacach, czyli Vi, = [Fin—1, Finl,
to mozemy napisac zaleznosé

Vm+1 =g (‘/'m) )

gdzie funkcja g, okreslona na R?, o wartosciach w tej samej przestrzeni, jest zadana
wzorem ¢(z1,22) = (22,21 + 22), czyli otrzymujemy dyskretny uklad dynamiczny
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w przestrzeni dwuwymiarowej. Widzimy, ze przeksztalcenie g jest liniowe i opisuje
je macierz kwadratowa
01

czyli V;I' = AV,L, gdzie VT oznacza transpozycje wektora V.

Drzieki takiej procedurze mozemy zastosowaé standardowe narzedzia dyskret-
nych uktadéw dynamicznych — w szczegélnosci wyznaczy¢ wyraz og6lny ciagu Fp,
za pomoca warto$ci wtasnych macierzy A. Przypomnijmy, ze A jest wartoscia wla-
sng macierzy A, jesli

det (A — )\H) =0, (2)

gdzie det oznacza wyznacznik macierzy, a I jest macierza jednostkows tego same-
go wymiaru co A. Pojecie wartosci wlasnej nierozerwalnie taczy sie z wektorem
wtasnym, czyli wektorem v spetniajacym réwnanie

Av = v,

skad A musi speliaé¢ (2)). Dla naszej macierzy A rownanie ([2) przyjmuje postac

A1
det( ) 1_)\):—/\(1—/\)—1:0

i widzimy, ze dostajemy te sama zalezno$é, co w rownaniu (IJ). Po wyznaczeniu
wartosci wlasnych Ai, A2, dowolne rozwiazanie zapisujemy w postaci kombinacji
liniowej ciagéw AT i A5. W ogélnym przypadku dla macierzy wymiaru k, jesli
macierz ta ma k réoznych rzeczywistych wartosci wlasnych, to rozwiazanie wyraza
sie za pomoca tego typu kombinacji, za$ jesli sa wielokrotne lub zespolone wartosci
wlasne, to sytuacja sie nieco komplikuje (nie bedziemy omawiaé¢ tych przypadkow,
bo wykraczaja one poza zakres tego artykutu).

Wracajac do naszego konkretnego przyktadu, podobnie jak w przypadku po-
szukiwania rozwiazania w postaci ciagu geometrycznego, wykorzystujemy warunek
poczatkowy i ostatecznie otrzymujemy wzor

P ) L ) M R
" 20-1 2m/5 ’

gdzie ® = ¢q1, 1 — ® = @9, przy czym ® nazywane jest ztotq liczbg lub ztotq
proporcjq.

Na koniec warto podkresli¢, ze ciag Fibonacciego stanowi do dzis inspiracje do
réznych dziatain, nie tylko naukowych, istnieje wiele pozycji zwiazanych z ta pro-
blematyka, jak wydana w cyklu ,Swiat jest matematyczny” ksiazka Ztota proporcja
(Corbalan, 2012), a niedtugo ukaze sie tez IT tom z cyklu monografii CZM (pierwszy
tom, ktorego redaktorem jest A. Barttomiejczyk, ukazal sie w 2014 roku), w kto-
rym znajdzie sie rozdzial dotyczacy tej tematyki (w szczegdlnosci warto zwrocié
uwage na uogoblnienie konstrukcji geometrycznej zwiazanej ze zlotym podziatem na
ciag podzialow, w ktéorym w kolejnosci wystepuja podzial ztoty, srebrny, brazowy
itd.).
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3. Uktad drapieznik-ofiara

Kolejny przyktad zastosowania, tym razem ciagtego uktadu dynamicznego, do-
tyczacy oddzialywan typu drapieznik-ofiara, pochodzi z I polowy XX wieku. Po
pierwszej wojnie §wiatowe] rybacy zauwazyli, ze populacja ryb drapieznych w Ad-
riatyku znacznie sie zwiekszyla w poréwnaniu do stanu sprzed wojny. Wydawalo
im sie to paradoksalne, bo w trakcie wojny wszystko powinno ucierpie¢ z powodu
dziatan wojennych. ..

Zjawisko zostato wyttumaczone przez Vita Volterre (1860-1940), wloskiego ma-
tematyka i fizyka, ktory zaproponowal matematyczny model oddzialywan miedzy
populacjami drapieznikéw i ofiar. Model opiera sie na prostych regutach, przed-
stawionych schematycznie i opisanych ponizej.

polowanie

Ryc. 1.

o Jesli w srodowisku nie ma drapieznikow, to zmiana liczebnosci ofiar nastepuje
tylko w wyniku procesu rozmnazania (r > 0 — wspoétczynnik rozrodczoscei).

e Jesli z kolei nie ma ofiar, to drapiezniki nie maja co jesé, wiec wymieraja
(s > 0 — wspotczynnik $miertelnosei).

e Gdy pojawiaja sie oba gatunki, to drapiezniki poluja na ofiary. Ofiara nie
musi zosta¢ upolowana — moze uciec (a > 0 — wspodlezynnik skutecznosci
polowan). Jesli drapieznik upoluje ofiare, to cze$¢ zdobytej energii (b > 0
— przelicznik biomasy) przeznacza na rozmnazanie.

Zapiszemy teraz odpowiedni uktad dynamiczny. Niech V (t), P(t) oznaczaja odpo-
wiednio liczebnos¢ populacji ofiar i drapieznikéw. Zmiany liczebnosci sg odzwier-
ciedlane za pomoca pochodnych wzgledem czasu, czyli %, %. Na potrzeby edu-
kacji szkolnej mozemy te pochodne zamieni¢ na przyrosty obu liczebnosci w czasie,
tzn. AV AP

© AL AL
Procesy rozrodczosci ofiar i $miertelnosci drapieznikow, jesli rozpatrujemy je
oddzielnie, mozemy opisaé liniowo, otrzymamy wiec

dav dP

—=rV, — =-—-sP.

at ' dt °
Drapieznik moze upolowaé¢ ofiare pod warunkiem, ze oba osobniki spotkaja sie.
W najprostszy sposob liczbe spotkaii opiszemy za pomoca iloczynu V (t) P(t). Osta-
tecznie otrzymamy uklad réownan rézniczkowych zwyczajnych, czyli ciagly uktad
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dynamiczny postaci

V=rV—-aVP,

: (3)
P = —sP+abVP,

gdzie V = %, P= % oraz V =V (t), P = P(t).
Mozna wykazaé, ze wszystkie dodatnie rozwiazania uktadu @) oscyluja w cza-

sie wokoét tych samych wartosci:

drapiezniki ~ =, ofiary ~ =%,

przy czym punkt (V*,P*) = (%,Z) jest dodatnim stanem stacjonarnym ukla-
du (@). Stan ten wyznaczamy latwo z postaci naszego uktadu. Poniewaz ma to
by¢ rozwiazanie, ktore nie zalezy od czasu, wiec pochodna musi sie zerowac. Stad

spelniona jest zaleznosé
V=P=0 <= rV=aVP i sP=abVP.

Widzimy, ze albo V = P = 0, albo r = aP i s = abV, skad dostajemy P* = =
iVe==.

Jesli teraz w modelu uwzglednimy odlawianie, to zmienia sie wspotczynniki
rozrodczosci ofiar i §miertelnosci drapieznikéw, zatem zmienig sie stany stacjonar-
ny, czyli takze wartosci $rednie, wokoét ktoérych oscyluja rozwiazania. Przy zato-
zeniu jednakowej intensywnosci odlawiania obu populacji (z parametrem p > 0)
otrzymujemy:

drapiezniki odlawiane ~ =2 ofiary odlawiane ~
p Pt y

s+p

ab

Widzimy, ze odltawianie dziala zawsze na niekorzy$é drapieznikow w stosunku do
ofiar.

Wracajac do rozwiazywanego problemu: przed wojna ryby drapiezne bylty odla-
wiane — ich $rednia liczebno$é byta zatem mniejsza. W trakcie wojny zaprzestano
odltowoéw i liczebno$é ryb drapieznych oraz ich ofiar wrécita do naturalnego po-
ziomu. Dlatego $rednia liczebno$é ryb drapieznych zwiekszyla sie. Prosty model
matematyczny wyjasnit ten pozorny paradoks!

Ten sam model i jego rézne modyfikacje byty wykorzystywane do opisu i ana-
lizy ro6znych ekosystemoéw. We wspomnianej juz Delcie mozna znalezé artykut,
w ktorym zostala podjeta proba wyjasnienia nietypowej dysproporcji drapiezni-
kow zimno- i cieplokrwistych w faunie Australii (Forys, Matejek, 2014).

4. Modele zwigzku romantycznego

Jednym z ciekawszych zastosowan ukladéw dynamicznych jest opis zwiazku
miedzy dwojgiem ludzi. Najprostszy, liniowy model zostal zaproponowany w la-
tach osiemdziesigtych ubieglego wieku przez Strogatza (1988). Model ten pozwa-
la przewidzie¢, zwiazki miedzy jakiego typu partnerami maja szanse przetrwac.
W swojej pierwszej pracy Strogatz analizowal historie Romea i Julii.

Niech R(t), J(t) odzwierciedlaja stany emocjonalne (poziom satysfakcji, po-
ziom szczescia) Romea i Julii, zmieniajacy sie w czasie ¢ w wyniku ich wzajemnych
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relacji. Dodatnie wartosci R i J odzwierciedlaja pozytywne nastawienie do partne-
ra (pozytywne emocje, milo$¢), negatywne — zte emocje, nienawis¢. Strogatz opisal
relacje Romea i Julii w nastepujacy sposéb:

Romeo kocha Julie, ale Julia jest kaprysng kochankq. Im bardziej on oka-
zuje mitosé, tym bardziej ona usituje od niego uciec. Wtedy zniechecony Ro-
meo wycofuje sie, a Julia zaczyna dostrzegac jego atrakcyjnosé. Romeo dziata
jak echo Julii: pozytywne emocje rosng, gdy Julia go kocha, a kiedy ona go
nienawidzi — narastajg negatywne.

Mozemy te relacje opisaé bardzo prostym ukladem réwnan:

R= ad,
. (4)
J = —bR,

gdzie wspotezynniki a, b > 0 odzwierciedlaja intensywno$é relacji. W tym uktadzie
znoéw mamy oscylacje, wokot jedynego stanu stacjonarnego (0, 0).

W ogélnym przypadku trudno oczekiwaé, zeby ludzkie uczucia mozna by-
to odzwierciedli¢ liniowo, nawet nieliniowy model moze stanowié¢ tylko pewne
schematyczne przyblizenie rzeczywistosci. Mimo to Gotmann (Gotmann, Mur-
ray, Swanson, Tyson, Swanson, 2002) w swojej klinice terapii malzenskich za-
stosowal dyskretny uklad dynamiczny do przewidywania rozwodow. Opis tego
modelu na poziomie szkolnym mozna znalezé w wymienionej wczeéniej Delcie
(Bodnar, 2014). W tym podrozdziale przedstawimy ciagly odpowiednik modelu
Gotmanna-Murraya, autorstwa Rinaldiego i in. (2010), dzieki ktoremu sprobuje-
my wyttumaczy¢ fenomen ,pieknej i bestii” (Rinaldi, Landi, Della Rossa, 2013).

Model opisany jest ukltadem dwodch réwnan rézniczkowych zwyczajnych na
zmienne x1(t) 1 x2(t), ktore odzwierciedlaja odpowiednio wielkosé¢ uczucia osoby
pierwszej do drugiej i drugiej do pierwszej w chwili ¢. Osoby, ktore widza sie po raz
pierwszy, sa sobie obojetne, wiec x1(0) = 0 = x2(0). Pod wplywem atrakcyjnosci
partnera uczucia ewoluuja, co opisujemy nastepujacym uktadem

1 = —a1x1 + Ri(z2) + A,

5
To = —asTy + RQ(Z‘l) + As. ( )

Wsp6lezynniki i funkcje wystepujace w uktadzie () interpretujemy w nastepujacy
Sposob:

e a; > 0,1 =1,2, to wspbtczynnik opisujacy tempo wygaszania uczucia, ktoéry
jest przyjmowany dla danej osoby jako staly w czasie.

e A; to wspolczynnik atrakcyjnosci osoby i. Atrakcyjno$é rozumiemy jako ogot
czynnikéw wplywajacych na postrzeganie przez nas danej osoby. Na atrak-
cyjno$¢ moga skladaé sie na przyktad wiek, wyksztalcenie, wyglad, pozycja
spoleczna, poczucie humoru czy posiadany majatek. Zaktadamy, ze atrak-
cyjno$¢ nie zmienia sie w czasie, moze jednak przyjmowaé takze wartosci
ujemne, ktére utozsamiamy z brzydota.

e Funkcja R;(xz;) opisuje reakcje osoby ¢ na milosé osoby j. W ogdlnym przy-
padku wystarczy, by spelniala ona pewne zalozenia, jak ciaglosé, mo-
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notonicznosé, ograniczonosé, R;(0) = 0, jednak w artykule (Rinaldi, Del-

la Rossa, Dercole, 2010) autorzy przyjeli konkretne funkcje, Ry (z) = tgh(z),
_ 4

Ro(2) = memgnm-

Zauwazmy, ze zalozenie, iz poczatkowy rozwoj uczucia zalezy tylko od atrakcyj-
nosci partneréow, jest spetnione, gdyz

xl(O) = A1 oraz xg(O) = Ag.

Pozytywny start (&;(0) > 0 dla ¢ = 1,2) jest tylko wtedy, gdy A; > 01 Az > 0.
Nie oznacza to jednak, ze gdy ktorekolwiek z A; jest ujemne, relacja nie ma szansy
na pozytywny rozwoj w dalszym czasie.

Okazuje sie, ze, w zaleznosci od parametréw, w modelu wystepuje jeden lub
trzy stany stacjonarne. W zaleznoéci od warunku poczatkowego i parametréw, roz-
wiazanie zbiega w czasie do jednego ze stanéw stacjonarnych. Probujac wyjasni¢
fenomen ,pieknej i bestii” Rinaldi zalozyl, ze atrakcyjnosé zmienia sie w czasie.
Poczatkowo mamy sytuacje, w ktorej jeden z partneréow jest bardzo atrakcyjny,
natomiast drugi nie, to znaczy A; > 0, a As < 0. W momencie spotkania A;
zostato bardzo wysoko ocenione przez partnera i takie juz pozostato (,piekna”),
natomiast Ay zostalo odebrane jako ujemne (,bestia”). Atrakcyjnosé ,bestii” ma
negatywny sktadnik w postaci jego odrzucajacego wygladu oraz pozytywny, spo-
wodowany przez jego charakter. Wraz z uplywem czasu ,piekna” moze dostrzec
coraz wiecej cech charakteru partnera, co powoduje, ze jego atrakcyjnos$é rosnie.
Autorzy artykutu przyjeli odpowiednie wartosci parametréw modelu i zatozyli, ze
atrakcyjnosé ,bestii” zmienia sie w dyskretnych chwilach T'= 0, 1, 2, 3. Otrzymali
nastepujace wyniki:

e Dla T = 0, czyli w momencie spotkania, x5 przyjmuje w rownowadze war-
tos¢ ujemna, r1 dodatnia, a poniewaz istnieje tylko jeden stan stacjonarny,
zwiazek zaczyna sie stabilizowaé na takim poziomie.

e Dla T' = 1 atrakcyjnosé¢ ,bestii” wzrasta, warto$é¢é ro w stanie stacjonarnym
jest wyzsza, jednak nadal pozostaje ujemna.

e W momencie 7' = 2 mamy do czynienia ze zmiana dynamiki modelu, prze-
nosimy sie z modelu o jednym stanie stacjonarnym do modelu z trzema
stanami.

e Dla T' = 3 otrzymujemy stan stacjonarny, w ktorym zaréwno x1, jak i x2 sa
dodatnie, mimo ze atrakcyjnosé ,bestii” pozostaje na ujemnym poziomie.

Oznacza to, ze mimo poczatkowe]j niecheci osoby o bardzo réznej atrakcyjnosci
maja szanse nawiazaé pozytywna relacje, o ile tylko sa na tyle wytrwate, by lepiej
sie poznad.

5. Modelowanie dynamiki nowotworow

W badaniach w naszym zespole zajmujemy sie gléwnie modelowaniem dy-
namiki proceséw nowotworowych. Wtaczajac do modelu réznego rodzaju terapie

W opisie modelu i fenomenu ,pieknej i bestii” wykorzystalam fragmenty pracy licencjackiej
Aleksandry Staniewskie;j.
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(chemioterapia, radioterapia, niestandardowe terapie, jak immunoterapia, terapia
antyangiogenna), mozemy testowa¢ dowolne protokoly terapeutyczne, co nie jest
mozliwe w rzeczywistym $wiecie.

Musimy jednak najpierw zaproponowaé¢ model podstawowy. W poczatkowej
fazie wzrostu guz lity tworzy dosé jednorodny agregat komorkowy, ktory nazywamy
wielokomorkowa sferoida (ang. multicellular spheroid, w skrocie MCS).

Zaltozmy dla uproszczenia, ze komorki nowotworowe uktadaja sie rownomiernie
tworzac symetryczng strukture. Mamy wiec kolonie komorkows o liczebnosei x(t)
w chwili t. Zat6zmy dalej, ze:

e proces wzrostu guza zostaje zainicjowany w chwili ¢ = 0;
e w chwili poczatkowej guz sktada sie z 2(0) = z¢ > 0 komorek;
e proces podziatu przebiega caly czas w taki sam sposob;

e 7 kazdej komorki po uptywie pewnego czasu T, powstaja dwie komorki-corki.

Wtedy dla pojedynczej komorki dostajemy nastepujacy schemat:

Ryc. 2.

czyli
xn = x(nl) = 2",

wiec otrzymujemy prosty dyskretny uktad dynamiczny — ciag geometryczny o ilo-
razie ¢ = 2 i poczatkowym wyrazie xg.

Taki opis odpowiada jednak tylko sytuacji, w ktorej wszystkie komorki sferoidy
sa w tej samej fazie cyklu komoérkowego, wiec dzielg sie w tym samym momencie.
W rzeczywistosci mamy do czynienia z podziatlami asynchronicznymi, otrzymuje-
my wiec prosta zalezno$é¢ wykltadnicza

z(t) = 2%cx0,

w szczegoOlnodci dla ¢t = nT,. mamy, jak poprzednio, x(nT.) = 2™xo.
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Po zlogarytmowaniu funkeji (-) dostajemy

Zaleznos¢ ta sugeruje, ze funkcja log(z(:)) (bez wzgledu na podstawe logarytmu)
powinna liniowo zaleze¢ od czasu. Wprowadzmy nowa zmienna y(t) = In(z(t)).
Wtedy y(t) = at, gdzie a jest parametrem opisujacym intensywno$é¢ podzialow.

Zauwazmy jednak, ze w tak opisanym zagadnieniu czas podwojenia sferoidy 7,
jest staly, nie zalezy ani od czasu, ani od wielkosci populacji komoérkowej, czy in-
nych charakterystyk tego procesu. Okazuje sie, ze w rzeczywistosci czas podwojenia
wzrasta wraz z rosnaca wielkoscia populacji komorkowej (czyli objetoscia sferoidy).
Najczesciej stosowanym nieliniowym opisem wzrostu guza jest model Gompertza.
Model jest znany od dawna — oryginalnie zostal zaproponowany w XIX w. przez
Benjamina Gompertza (1825) do opisu statystyk aktuarialnych. W latach szesc-
dziesiatych XX w. Anna Laird (1964, 1965) na podstawie poréwnan z danymi
doszta do wniosku, ze model ten bardzo dobrze przybliza wzrost nowotworu w po-
czatkowej fazie.

Model Gompertza jest opisany za pomoca podwdjnie wyktadniczej funkeji

a
x(t) = xoexp (5(1 - e*bt)) ,
gdzie:

e x(t) i xp maja te sama interpretacje jak poprzednio,
e a > 0 odzwierciedla maksymalny wspotczynnik wzrostu nowotworu,

e b > 0 opisuje stopien odchylenia krzywej Gompertza od krzywej wykladni-
czej.

—bt

Poniewaz e™"" — 0 przy t — 400, parametry xg, a oraz b spelniaja zaleznosé

a
x(t) = o exp (5) przy t— +oo.
W przypadku modeli dynamiki populacji granica ta nazywana jest pojemnoscia
siedliska (Srodowiska) i oznaczana typowo przez K (por. Murray, 2002, 2006), nato-
miast w dynamice nowotworéw odzwierciedla maksymalny rozmiar guza mozliwy
do osiagniecia przez nowotwdr nieunaczyniony. Zatem

(5)=%
exp|-—)=—.
P b Zo

Obecnie czesciej wykorzystujemy rozniczkows postaé¢ tego modelu:

. 1 X
T =—aln—,
K
czyli ponownie otrzymujemy dosé prosty ciagly uktad dynamiczny.
Mimo ze model ten zostal zaproponowany wiele lat temu, nie traci na aktual-
nosci, gdyz pozwala w zadowalajacy sposob opisa¢ dane eksperymentalne prostym
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wzorem. Dodatkowo na bazie tego modelu zostal zaproponowany model kolejnego
etapu rozwoju nowotworu, czyli jego angiogenezy (unaczyniania). Model zapropo-
nowany przez Hahnfeldta (Hahnfeldt, Panigrahy, Folkman, Hlatky, 1999) zaklada,
ze K zmienia sie w czasie i zalezy zaréwno od wielkosci nowotworu, jak i sieci
naczyniowej.

Wtasnie ten model postuzyt w wielu pracach do badania réznych strategii tera-
peutycznych. Mam nadzieje, ze w przysztosci wyniki takich analiz pomoga opraco-
waé skuteczniejsze metody leczenia i przyczynia sie do zmniejszenia $miertelnosci
chorych z chorobami nowotworowymi.
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