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Abstract. The term mathematical modelling covers a wide range of activities.
These are not only purely mathematical skills, but also skills referring to
a framework of modelled situation. For this reason, acquiring the skills of
mathematical modelling brings a number of teaching benefits. This ability is
connected with necessary competencies related to mathematical modelling.
Mathematics students — prospect teachers of mathematics, should acquire
these skills before they start teaching mathematical modelling. Is it really so?
The paper presents the results of the research on competencies in students’
mathematical modelling abilities. We show in what way prospect teachers
are able to learn the elements of mathematical modelling on their own. The
research proves the need to review the issue of mathematical modelling in
the training of mathematics teachers.

1. Modelowanie matematyczne

Modelowanie matematyczne jest jedna z gtéwnych umiejetnosci matematycz-
nych wymienionych w podstawie programowej (zob. Pod, 2008). Jest to uzasad-
nione zmieniajacymi si¢ celami nauczania matematyki. Wyksztalcony obywatel ma
funkcjonowaé w kierunku poprawy rzeczywistosci. Praktyczne stosowanie wiedzy
teoretycznej ma duze znaczenie motywacyjne, co jest bardzo istotne w obliczu
spadku motywacji do uczenia sie matematyki. Nalezaloby sie zatem spodziewac,
iz przyszli nauczyciele posiadaja niezbedna wiedze i umiejetnosci z tego zakresu.
Ale czy tak jest faktycznie? Okazuje sie, ze w polskiej literaturze dydaktycznej
trudno znalez¢ informacje na temat modelowania matematycznego. W programie
studiéw matematycznych réwnie rzadko pojawia sie przedmiot ,modelling”. Jest to
do$¢ zaskakujaca sytuacja, zwazywszy na fakt, iz w literaturze $wiatowej poswieca
sie temu zagadnieniu wiele uwagi, a nawet organizowane sg konferencje dotyczace
tylko tej tematyki.

Czym doktadnie jest modelownie matematyczne? Mogens Niss definiuje je na-
stepujaco:
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»Modelowanie matematyczne to umiejetnosé¢ opisywania w jezyku matematy-
ki rzeczywistej sytuacji, a nastepnie interpretowania i weryfikowania uzyskanych
wynikéw matematycznych w jezyku naturalnym, dobierania gotowych modeli ma-
tematycznych do sytuacji realnych i poszukiwania sytuacji realnych wtasciwych
dla danych modeli, poddawania refleksji, analizie i krytyce modeli matematycz-
nych zbudowanych przez siebie i innych” (2012).

W innej czedci artykulu Niss pisze zwiezle: ,Matematyczne modelowanie ma
miejsce wtedy gdy wybieramy, modyfikujemy i konstruujemy matematyczny model
poza-matematycznej sytuacji, poczawszy od tworzenia jego zarysu az do badania
w zastosowaniu do tej sytuacji” (2012, s. 50).

W polskiej literaturze dydaktycznej modelowanie matematyczne wiazane jest
z pojeciem matematyzacji. Ten ostatni termin moze by¢ rozumiany bardzo szeroko.
Wedlug A. Z. Krygowskiej (1977, s. 48) matematyzacjg nazywamy miedzy innymi:
»konstrukcje matematycznego schematu dla jakiego$ ukltadu stosunkéow, ujetego
przez analize rzeczywistej, wyobrazonej lub juz abstrakcyjnej sytuacji, lub sprecy-
zowanego w innej dziedzinie pojeé, np. w innej nauce. ...”. M. Major i B. Nawolska
(2010, s. 141) stwierdzaja, iz ,Modele matematyczne sg produktem matematyza-
cji pewnych rzeczywistych sytuacji...”. Podobnie pojecia te rozumie S. Turnau
(1985, s. 71-72), ktory okresla matematyzacje jako ,opisywanie sytuacji konkret-
nej za pomoca poje¢ matematycznych, otrzymany za§ w wyniku matematyzacji
opis modelem matematycznym tej sytuacji’.

W tych opisach w ukryty sposéb zawarta jest informacja o tym, ze modelowanie
jest procesem. Nie polega ono na jednostkowym akcie wyboru odpowiedniego na-
rzedzia matematycznego (np. réwnania), za pomoca ktorego zagadnienie zostanie
precyzyjnie opisane. W rzeczywistym procesie modelowania wystepuje koniecznosé
ustalania zmiennych i stalych, dobierania odpowiednich parametréw, wielokrotne
weryfikowanie raz przyjetych zalozen, elastyczne rozwazanie roznych opcji.

Blum i Ferri (2009) podkreslaja znaczenie modelowania w nauczaniu, zwra-
cajac uwage na fakt, iz w dzisiejszym Swiecie modelowanie matematyczne jest
wykorzystywane niemal we wszystkich dziedzinach zycia. Jest to efekt rozwoju
technologicznego i konieczno$ci potaczenia ludzkiej kreatywnosci z mozliwosciami,
jakie niesie nauka. Pisza (s. 47), iz modelowanie matematyczne:

e pomaga uczniom w lepszym rozumieniu $wiata,

e wspiera nauczanie matematyki (motywacja, tworzenie koncepcji, zrozumie-
nie),

e przyczynia sie do rozwoju wlasciwych postaw oraz rozmaitych kompetencji
matematycznych,

e ksztaltuje wlasciwy obraz matematyki jako aktywnosci.

Blum i Ferri zwracaja takze uwage na rozdzwiek miedzy postulatami dydakty-
kow i wskazaniami w programach nauczania a codziennoscia szkolna. Ich zdaniem
znikoma ilo§¢é modelowania matematycznego na lekcjach matematyki moze wyni-
ka¢ z faktu, iz jest ono trudne dla samych nauczycieli. Odwotywanie sie do wiedzy
z zycia codziennego wiaze sie z konieczno$cia selekcji informacji. Zadania z zakresu
modelowania nie sg zamkniete pod wzgledem danych, a przez to sa mniej prze-
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widywalne co do kierunku pracy i proponowanych rozwigzan. Jednak to wtasnie
dzieki brakowi ograniczen ten tworczy proces przynosi tak wiele korzysci.

Widzimy zatem, iz mianem modelowania matematycznego okreslany jest szero-
ki zakres aktywnosci. Ksztaltowanie tej umiejetnosci jest zwiazane z nabywaniem
réznorodnych kompetencji.

2. Kompetencje w modelowaniu matematycznym

Modelowanie matematyczne jest procesem przyjmujacym forme cyklu. Maaf,
opierajac sie na schemacie Bluma z 1996 r., przedstawil go w nastepujacej postaci
(patrz: ryc. 1).

Matematyzacja Model

% matematyczny

Model

rzeczywistosci
Uproszczenie Rozviazywanie
matematycznych
Problem z FNE
rzeczywistosci problemow
\'\"alidacja
Interpretacja v
Interpretacja g
rozwiazania \ Mater_\‘latyqzne
rozwiazanie
RZECZYWISTOSC MATEMATYKA

Ryec. 1. Proces modelowania matematycznego (Maaf, 2006)

Schemat ukazuje relacje, jakie zachodzg w procesie modelowania miedzy $wia-
tem rzeczywistym a $wiatem matematyki. Widoczne sa etapy tego procesu i aktyw-
nodci, pozwalajace na przechodzenie na kolejne poziomy. Te aktywnosci zwiazane
sa $cisle z kompetencjami dotyczacymi modelowania matematycznego. Jak rozu-
mie¢ ten rodzaj kompetencji? Blum i Ferri (2009, s. 47) definiuja kompetencje
modelowania jako zdolno$¢ tworzenia modeli poprzez realizacje réznych etapow
(procesu modelowania), jak réwniez zdolnosé¢ do analizy lub poréwnywania poda-
nych modeli.

Kompetencje zwigzane z modelowaniem matematycznym wykraczaja poza wie-
dze 1 umiejetnosci zwiazane z ,czysta” matematyka. Obejmuja zrozumienie realne-
go problemu, utworzenie modelu bazujacego na rzeczywistosci, utworzenie modelu
matematycznego z modelu rzeczywistego, interpretowanie matematycznych wyni-
kéw w odniesieniu do rzeczywistej sytuacji oraz zatwierdzanie modelu. Te kompe-
tencje sa szczegblowo opisywane w literaturze. Przykladowo Maaf (2006, s. 115),
powolujac sie na prace Blum i Kaiser (1997), podaje nastepujaca liste kompetencji
w modelowaniu matematycznym:
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1. Kompetencje w rozumieniu realnego problemu oraz tworzeniu modelu bazu-
jacego na rzeczywistosci. Kompetencja w:

(a) ustalaniu zatozer dotyczgcych problemu oraz upraszczaniu sytuacyi;

(b) rozpoznaniu wielkosci majgcych wptyw na rozpatrywang sytuacje, na-
zwaniu ich oraz identyfikowaniu kluczowych zmiennych;

(¢) konstruowaniu relacji miedzy zmiennymi;

(d) poszukaniu dostepnych informacji oraz rozrézinieniu, ktdre informacje
sq istotne, a ktdre nie.

2. Kompetencje w tworzeniu modelu matematycznego z modelu rzeczywistego.
Kompetencja w:

(a) matematyzowaniu istotnych wielkosci oraz zaleznosci miedzy nimi;

(b) upraszczaniu istotnych wielkosci oraz relacji miedzy nimi, jesli to ko-
nieczne, a takze redukowaniu ich liczby oraz ztozZonosci;

(c) wyborze odpowiedniego zapisu matematycznego oraz graficznym przed-
stawieniu sytuacyi.

3. Kompetencje w rozwigzywaniu matematycznych komponentow rozpatrywane-
go modelu matematycznego. Kompetencja w:

(a) stosowaniu strategii heurystycznych takich, jak podziat problemu na
mniejsze fragmenty (problemy), znalezienie zwigzkéw z podobnymi lub
analogicznymi problemamsi, parafrazowanie problemu, rozpatrywanie za-
gadnienia w réznych formach, zmienianie wielkosci lub dostepnych da-
nych itd.;

(b) wykorzystaniu wiedzy matematycznej do rozwigzania problemu.

4. Kompetencje w interpretowaniu matematycznych wynikow w rzeczywistej sy-
tuacyi. Kompetencja w:

(a) interpretowaniu matematycznych wynikéw w pozamatematycznych kon-
tekstach;

(b) wogdlnianiu rozwigzan, ktdre pojawilty sie przy rozpatrywaniu sytuacyi
specjalnes;

(c) weryfikowaniu rozwigzan problemu poprzez uzycie wtasciwego matema-
tycznego jezyka oraz/lub komunikowaniu o tych rozwigzaniach.

5. Kompetencje w zatwierdzaniu rozwigzania. Kompetencja w:

(a) krytycznym sprawdzaniu oraz refleksji nad uzyskanymi rozwigzaniamsi;

(b) przeanalizowaniu fragmentéw modelu lub ponownym przejsciu przez pro-
ces modelowania, jesli rozwigzania nie pasujq do sytuacji;

(c) refleksji dotyczqeych innych sposobéw rozwigzywania problemu, jesli
rozwigzania mogq byé opracowane inaczej;

(d) ogélnym kwestionowaniu modelu.
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Niss (2012, s. 51) podkresla (powolujac sie takze na publikacje Tkeda i Stephens,
Stillman, Kaiser i Maaf), ze wiedza czysto matematyczna jest niezbedna, lecz nie-
wystarczajaca do modelowania. Jego zdaniem nie ma gwarancji na to, ze u uczniéw
pojawi sie przelozenie (transfer) umiejetnosci matematycznych na umiejetnosci
zwiazane z modelowaniem. Stwierdza on, iz w literaturze znajdziemy wiele przy-
ktadéw na to, ze uczniowie z bardzo dobra wiedza matematyczna nie sa czasami
w stanie przelozy¢ jej na zdolno$¢ modelowania. Jednym z powoddéw tej sytuacji
jest to, ze zalozenia, uproszczenia i decyzje dokonywane w procesie modelowania
zwiazane sg $cisle z pozamatematycznymi aspektami rozwazanej sytuacji. Czesto
konieczne jest samodzielne zdobycie danych, dokonanie pomiaréw lub odkrycie za-
leznosci, opisujacych modelowane zjawisko. Takich umiejetnosci nie ksztattuje sie
u ucznidow podczas tradycyjnych lekcji matematyki. Pocieszajacy jest fakt, iz mo-
delowania (tym samym wspomnianych kompetencji) mozna efektywnie nauczac,
co potwierdza Niss (2012), Warwick (2007), Blum i Ferri (2009) i inni badacze
tego zagadnienia.

3. Umiejetnosci przysztych nauczycieli matematyki zwigzane z mode-
lowaniem matematycznym — metodologia badan

Opisane powyzej rozwazania teoretyczne byly podstawa do zbadania, w jakim
stopniu studenci kierunkéw nauczycielskich sa w stanie realizowaé¢ zagadnienia
zwiazane z modelowaniem matematycznym.

Badania zostaly przeprowadzone w kwietniu 2013 i styczniu 2014 w ramach
zajeé¢ z dydaktyki matematyki (1 oraz 3 jednostki lekcyjne). W pierwszym etapie
wzieto udzial 28 studentéow I roku uzupelniajacych studiéw magisterskich o spe-
cjalizacji nauczycielskiej — matematyka z informatyka, w drugim etapie grupa ba-
dawcza skladala sie z 13 studentéw kontynuujacych studia na II roku.

Celem przeprowadzonych badan byta wstepna weryfikacja pewnej koncepcji
dydaktycznej, dotyczacej wprowadzania studentéw w problematyke modelowania
matematycznego. W obecnym programie studiéw nie ma osobnego modutu, ktory
umozliwialby realizacje tego zagadnienia, dlatego koncepcja musiata by¢ skrotowa.
Zamierzalam rozpoznaé, czy przyszli nauczyciele matematyki sa w stanie posiasé
kompetencje zwiazane z modelowaniem matematycznym, pos§wiecajac temu zagad-
nieniu niewiele czasu (4 jednostki lekcyjne).

Praca w ramach kazdego etapu badan skupiala sie wokot sytuacji problemowe;j
zawartej w poleceniu:

Prosze przygotowaé algorytm, pozwalajgcy wyliczyé koszt jednodniowej wyciecz-
ki szkolnej. Schemat powinien byé na tyle ogdlny i czytelny, aby mdgt go wykorzy-
staé inny organizator, planujgc w nastepnym roku te samqg wycieczke.

Dane wejsciowe:

e jest to wycieczka autokarowa,
e na 15 ucznidw przypada jeden opiekun,
e na wycieczke jadq dzieci z czterech klas,

e w programie wycieczki jest wyjscie do muzeum i do teatru.
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Podczas pierwszego etapu (w kwietniku 2013) studenci opracowywali zgodny z po-
leceniem algorytm. Praca ich byta anonimowa. W ten sposob zostalo wytworzonych
28 propozycji opisu tej sytuacj.
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Ryc. 2. Model stworzony przez studenta w pierwszym etapie badan

W ramach drugiego etapu przeprowadzitam ze studentami 3 zajecia dotyczace
modelowania matematycznego.

Zajecia pierwsze: Na poczatku studenci wypelniali anonimowsa ankiete, do-
tyczaca wiedzy z zakresu modelowania matematycznego (wyniki zostaly opisane
w osobnym artykule@. Nastepnie zostali podzieleni na trzy grupy i poproszeni
o analize przykladowych 5 modeli zwiazanych z wyznaczaniem kosztu jednodnio-
wej wycieczki szkolnej (tych samych w kazdej grupie), ktore rok wczesniej sami
stworzyli. Jeden z takich modeli przedstawiam ponizej.

I Analiza wspomnianych prac znajduje si¢ w (Pyzara, 2014).
2A. Pyzara: Many faces of mathematical modelling w: XIX Czech-Polish-Slovak Mathematical
Conference. Karpacz 2014 (w druku).
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Ryc. 3. Model stworzony przez studenta w pierwszym etapie badan

Wybrane schematy réznily sie poziomem poprawnosci. Zadaniem studentéw
byto wypisanie btedéw pojawiajacych sie w tych pracach oraz podanie wskazowek,
w jaki sposob nalezy pracowac z tego typu zadaniami, aby unikaé¢ bledéw. Propo-
zycje studentow byly potem dyskutowane na forum grupy. Po wskazaniu jakiegos
bledu formulowalam wraz ze studentami wskazowke, w jaki sposob tego bledu
unikaé¢. Miedzy innymi dyskutowaliémy modele widoczne na rycinie 2 i 3.

Zajecia drugie: Po omoéwieniu uwag studentéw przedstawilam prezentacje, do-
tyczaca modelowania matematycznego. (Poruszalam w niej m.in. nastepujace za-
gadnienia: co to jest modelowanie matematyczne, jakie sg etapy modelownia, wska-
zo6wki Warwickad dotyczace umiejetno$ci modelowania, co to jest algorytm, jego
cechy 1 formy). Nastepnie studenci otrzymali karty z lista kompetencji zwiaza-
nych z modelowaniem matematycznym. Liste te, pochodzaca z pracy Maaf (2006,
s. 115), przedstawilam w czesci teoretycznej tego artykutu.

3Patrz: (Warwick, 2007, s. 32-41).



[130] Anna Pyzara

W tej czesci zaje¢ badani zostali podzieleni na 4 grupy. Mieli poda¢, ktore
z powyzszych kompetencji sg potrzebne podczas pracy z analogicznymi zadaniami
do omawianego wczesniej.

Zajecia trzecte: Podczas omawianych zajeé skupitam sie na ukazaniu modelo-
wania matematycznego w formie algorytmu, w zwiazku z czym w dalszej czeSci
pracy stworzylam wspdélnie ze studentami 3 algorytmy (modele matematyczne
przedstawione w tej formie), rozwiazujace problemy matematyczne, np. rozpozna-
wanie wzajemnego polozenia dwodch okregow.

Studenci pracowali wspoélnie nad algorytmem zapisywanym na tablicy, podczas
gdy prowadzaca zajecia udzielala wskazéwek i czuwala, aby ostateczna wersja al-
gorytmu byta poprawna.

W ramach pracy domowej studenci zostali poproszeni o ponowne stworzenie
modelu, wyznaczajacego koszt wycieczki szkolnej. Realizowali zadanie (to samo
polecenie postuzyto do stworzenia modeli (kwiecieri 2013)), ktore analizowali pod
katem poprawnosci.

Z kazdym z tych etapéw taczyly sie pytania badawcze.

A. Pytania zwigzane z pierwszymi zajeciami, szczegdlnie z czescia do-
tyczaca oceny przedstawionych prac:

Analiza przebiegu tej czesci zajeé postuzyta do odnalezienia odpowiedzi na
pytanie: Jakich elementéw modelowania matematycznego moga uczyé
sie studenci, analizujgc przykladowe prace?

Pomocne byly nastepujace szczegdétowe pytania badawcze:

o Ktore btedy odnajda studenci? Na co zwrdcy uwage?
e Czy badani wskaza wszystkie istotne btedy w pracach?

e Czy przyszli nauczyciele potrafia wyciaga¢ wnioski bez pomocy prowadza-
cego zajecia? Czy potrafia formutowaé¢ wskazowki, a jezeli tak, to jakie one
beda?

Oczekiwalam, iz badani, analizujac modele o réznych poziomach poprawnosci,
wyciagna wnioski, co do sposobu pracy z tego typu poleceniami. Miatam nadzieje,
iz wskazane zostang wszystkie istotne bledy oraz zostana zaproponowane sugestie,
w jaki spos6b nalezy pracowaé, aby uniknaé¢ wskazanych btedow.

B. Pytania dotyczace refleksji przyszlych nauczycieli nad kompetencja-
mi zwigzanymi z modelowaniem matematycznym

Ten etap pracy mial za zadanie sprowokowaé¢ do refleksji nad wtasna praca
i przygotowaé¢ do budowania teoretycznego podejscia do modelowania. Pytania
badawcze zwiazane z tym etapem sa nastepujace:

e Jakie kompetencje zwiazane z modelowaniem studenci uznaja za podstawo-
we?

e Ktore z kompetencji znajdujacych si¢ na liscie zidentyfikowali studenci w swo-
jej wlasnej pracy?

e Ktore z proponowanych kompetencji zostaly odrzucone przez studentéw i dla-
czego?
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Odpowiedzi studentéw postuzyly do rozpoznania, z jakimi kompetencjami tacza
oni problemy, wymagajace modelowania matematycznego. Interesowato mnie, czy
respondenci widza potrzebe posiadania umiejetnosci z kazdej z pieciu grup. Inte-
resowalo mnie takze, czy deklarowane umiejetnosci (uzyte w omawianym zadaniu)
sa zgodne z efektami pracy studentow.

C. Pytania zwigzane z efektami zaznajamiania studentéw z problemem
modelowania matematycznego

Analiza ponownie stworzonych modeli matematycznych, wyznaczajgcych koszt
wycieczki szkolnej i poréwnanie ich z poprzednimi, postuzyta poszukiwaniu odpo-
wiedzi na nastepujace pytania badawcze:

e Czy nowe modele wyznaczajace koszt wycieczki sa lepsze pod wzgledem po-
prawnosci?

e Czy przyszli nauczyciele uwzgledniali w swej pracy omawiane wskazowki?

e Jaki wplyw na prace studentéw ma zaznajomienie ich z teoretycznym ujeciem
procesu modelowania?

e Czy studenci nadal popetniali te same btedy? Jesli tak, to ktore?

Ten etap pracy mial by¢ odpowiedzia, w jakim stopniu zaproponowany cykl zajeé¢
spelnil swoje zadanie. Zdaje sobie sprawe, ze proponowane zajecia nie wyczerpuja
tematyki zwigzanej z ksztaltowaniem postaw i umiejetnosci zwiazanych z mode-
lowaniem matematycznym. Jednak zajecia odbywaly sie w obrebie takiego har-
monogramu studiéow, w ktérym nie zostal wydzielony czas, na pelne opracowanie
tego zagadnienia.

4. Pierwsze modele studentéw wyznaczajace koszt wycieczki szkolnej

Analiza modeli stworzonych przez studentéw w kwietniu 2013 r. ukazala liczne
braki w umiejetnosciach przysztych nauczycieli z zakresu tworzenia matematyczne-
go modelu sytuacji znanej z zycia codziennego. Studenci matematyki potraktowali
podane zagadnienie w sposéb do$¢ odlegly od oczekiwan. Najczeciej ograniczy-
li swe rozwiazania do pierwszego matematycznego sformutowania modelu. Wie-
lokrotnie wykorzystywali jedynie dane zamieszczone w zadaniu (i to nie zawsze
poprawnie). Jezeli wprowadzali dane dodatkowe, to czesto nie potrafili sobie pora-
dzié z ich zlozonoscia. Przyktad jednego z takich podejsé zaprezentowalam w czesci
metodologicznej tego artykutu.

W zadnej z prac nie jest widoczny proces udoskonalania modelu, polegaja-
¢y na testowaniu i poprawianiu roboczego modelu (patrz: Warwick, 2007, s. 33).
Wsrod 28 schematow tylko 12 dziala prawidtowo, co jest zdecydowanie niezado-
walajacym rezultatem. Pojawiajacymi sie bledami byty:

e niedostrzeganie wszystkich zaleznosci pomiedzy zmiennymi lub ich btedny
zapis,

e ustalanie stalych wartodci dla zmiennych, powodujace zawezenie sytuacji
og6lnej do konkretnego przypadku,
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e uzywanie tych samych oznaczen dla réznych zmiennych,

e pomijanie rozwazenia wszystkich mozliwosci, co przy pewnych danych po-
woduje, ze nie mozna zakoriczy¢ dziatania algorytmu,

e nierozwazenie koniecznosci zaokraglenia liczby opiekunéw, gdy wynik obli-
czeni nie byt liczba calkowita,

e wieloznaczny, nieprecyzyjny, czasem niezrozumialy i potoczny zapis operacji,

e niepoprawny zapis algorytmu:

— pomylone funkcje skrzynek blokowych;

— brak poczatku i konica algorytmu;

— brak wszystkich poltaczen pomiedzy blokami (skrzynki decyzyjne z tylko
jedna droga wyjscia, gdyz druga opcja, nie zostata uwzgledniona);

— nieuzywanie stow (sformutowari) kluczy, tj. dopoki..., wykonuj...;
jezeli..., to ..., w przeciwnym wypadku (w formach opisowych),

e brak specyfikacji algorytmu.

Pomimo réznorodnych btedéw pojawiajacych sie w pracach wiele os6b zaprezento-
walo model stworzony w oparciu o przemyslana koncepcje, precyzyjnie ukazujaca
zaleznosci miedzy danymi przedstawionymi w postaci zmiennych. Reprezentuja oni
postawe typowa dla matematyka, rozwiazujacego problem metodami matematycz-
nymi. Byt to wynik, ktéry dawat nadzieje na podniesienie kompetencji pozostaltych
studentow.

5. Analiza modeli z pierwszego etapu badan dokonana przez studentow

W drugim etapie uczestniczylo 13 osob. Studenci, pracujac w trzech grupach,
analizowali pod wzgledem poprawnosci 5 modeli, stworzonych przez nich w pierw-
szym etapie. Teraz ich zadaniem bylo wypisanie listy btedow oraz podanie wska-
zowek, ktore bylyby pomocne przy pracy z tego typu zadaniami. Nastepnie liderzy
grup mieli zaprezentowaé wyniki swej pracy. Mialam nadzieje, ze badani dostrze-
ga, jakie bledy popeili i wyciagna konstruktywne wnioski, przez co zwieksza sie
ich kompetencje zwiazane z modelowaniem matematycznym.

Okazalo sie, iz przyszli nauczyciele skupili sie tylko na wypisaniu btedéw. Nie
podali zadnych wskazéwek dotyczacych tego, jak nalezy pracowaé, aby unikngé
zauwazonych pomylek. Swiadczy to o niewyksztalconym u nich podejsciu dydak-
tycznym, ktoére pozwala nie tylko punktowaé bledy, lecz zmusza do zastanowienia
sie nad tym, co zrobi¢, aby byto lepie;j.

Pocieszajacy jest fakt, iz kazda z grup dostrzegta w analizowanych modelach
niemal wszystkie istotne btedy. Poréwnywanie algorytmoéw pozwolito badanym do-
strzec szereg nieprawidlowos$ci, ktére mozna podzieli¢ na nastepujace grupy ble-
dow:

e uzywanie nieuprawnionych statych wartosci,
e nieprawidlowy zapis zwiazkéw miedzy zmiennymi,
e niedostrzeganie wszystkich zaleznosci,
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e stosowanie takich samych oznaczen dla réznych zmiennych,

e brak uwzglednienia rodzaju danych,

problemy w graficznym zapisie modelu (nieczytelnosc),
e uzywanie niezrozumiatych polecen,

e brak deklaracji zmiennych,

e niezrozumienie treéci zadania,

e nieuwzglednianie rzeczywistego aspektu problemu.

Najczesciej] wymienianym bledem bylo stosowanie stalych wartosci, powodujace
ograniczenie algorytmu do konkretnego przyktadu. Studenci kilkakrotnie zwracali
uwage na nieuwzglednianie wszystkich zaleznosci miedzy zmiennymi oraz na pro-
blemy z graficznym zapisem algorytmu. Z dydaktycznego punktu widzenia niepo-
kojace jest, ze studenci nie zwracali uwagi na proces tworzenia modelu. Interesowatl
ich jedynie gotowy produkt i tutaj wyrézniali btedy. Warto bytoby réwniez sze-
rzej przedyskutowaé zagadnienie wprowadzania stalych. Byé¢ moze takie podejscie
mozna potraktowaé jako etap przejSciowy przed stosowaniem zmiennych?

Badani dostrzegli takze btedy wynikajace z nieuwzglednienia realnego aspektu
rozpatrywanej sytuacji. Swiadczy to o zrozumieniu przez nich potrzeby odnoszenia
modelu matematycznego do rzeczywistosci, w ktorej obsadzona jest rozpatrywana
sytuacja. Tym samym wypowiedzi studentéw sugeruja, iz dostrzegaja oni w pro-
cesie modelowania matematycznego kompetencje, wykraczajace poza ,czysta’ ma-
tematyke.

6. Teoretyczne kompetencje zwigzane z modelowaniem, ktére zaak-
ceptowali studenci

Zanim przyszli nauczyciele zostali poproszeni o ponowne stworzenie modelu
obliczajacego koszt wycieczki, zapoznali sie z lista kompetencji zwiazanych z mo-
delowaniem matematycznym, podana przez Maafa (2006). Pracujac w trzyosobo-
wych grupach, mieli zastanowi¢ sie i podaé, ktore z tych kompetencji sa potrzebne
przy rozwiazywaniu problemoéw, takich jak ten z modelem dla obliczenia kosztu
wycieczki. Odpowiedzi badanych widoczne sa w tabeli 1.

Tab. 1. Kompetencje wskazane przez badanych

1) 2) 3) 4) 5)
Grupaabcdabcababcabcd
1 VIV
2 VI VIV v
3 VIV V] [V
4 v ViV v

Pierwsze spojrzenie na tabele pokazuje, ze odpowiedzi studentéw niemalze
pokrywaja sie we wszystkich grupach. Dlatego wydaje sie, ze taki rozklad moze
$wiadczy¢ o ogbdlnym rozumieniu przez studentéw zagadnienia modelowania ma-
tematycznego.
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Zajme sie najpierw tymi obszarami, ktore nie zostaly uwzgledniane przez stu-
dentow. W grupie pierwszej, dotyczacej rozumienia realnego problemu oraz two-
rzenia modelu bazujgcego na rzeczywistosci, nikt nie dostrzegl potrzeby (1a) usta-
lania zatozen dotyczgcych problemu oraz upraszczania sytuacji. Tylko jedna grupa
zaznaczyla wazno$é (1b) rozpoznania wielkosci majgcych wplyw na rozpatrywang
sytuacje, nazwania ich oraz identyfikowania kluczowych zmiennych. Wydaje sie, ze
na taki wynik ma wplyw szkolne podejscie do zadani, w ktérych problem (i pyta-
nie) jest wyraznie sformutowane. Studentom prawdopodobnie brakuje rozeznania,
ze tworzenie modelu podyktowane jest potrzeba rozwiazania okreslonego proble-
mu. By¢ moze na taka postawe badanych wplywal tez fakt, ze w zadaniu pytanie
byto juz sformulowane.

W drugiej grupie pytan znéow nikt nie podkreslit koniecznosci (2b) upraszcza-
nia istotnych wielkosci oraz relacji miedzy nimi, jesli to konieczne, a takze redu-
kowania ich liczby oraz ztozonosci. Jest to kolejny fakt mowiacy, w jaki sposob
studenci odnosza sie do istnienia zalozen w procesie modelowania. Taka postawa
znéw wynika z do§wiadczenl przy rozwiazywaniu zadai szkolnych — tam wszyst-
kie podane informacje musialy by¢ uwzgledniane. Réwnie charakterystyczne jest
odrzucenie punktu (3a) moéwiacego o stosowaniu strategii heurystycznych, takich
jak podziat problemu na mniejsze fragmenty (problemy), znalezienie zwigzkéw z po-
dobnymi lub analogicznymi problemami, parafrazowanie problemu, rozpatrywanie
zagadnienia w réznych formach, zmienianie wielkosci lub dostepnych danych itd.
Taka postawa byla zreszta widoczna w pracy studentéow, gdzie trudno bylo sie
dopatrzeé stosowania jakichkolwiek technik heurystycznych.

Pozostale obszary (4 1 5) dotyczyly weryfikowania modelu w rzeczywistosci.
Tutaj ani jeden student nie zaznaczy! zadnego obszaru. Swiadczy to o niedostrze-
ganiu przez badanych potrzeby weryfikacji i refleksji nad stworzonym modelem.
Wyglada na to, ze nie widza oni potrzeby sprawdzania takich zwiazkow. To tez by¢
moze skutek szkolnego nauczania, tzw. zadania o tresci realistycznej nie musialy
mie¢ zwiazku z otaczajaca rzeczywistoscia.

Co zatem studenci uznali za istotne? Wszyscy studenci zgodnie orzekli, iz do
modelowania sytuacji znanej z zycia codziennego potrzebna jest umiejetnosé po-
szukiwania dostepnych informacji oraz rozréznienia, ktore informacje sa istotne,
a ktore nie, a takze umiejetnosé matematyzowania istotnych wielkosci oraz zalezno-
$ci miedzy nimi. Wiekszo$¢ przyszlych nauczycieli dostrzega potrzebe posiadania
kompetencji do konstruowania relacji miedzy zmiennymi oraz do wykorzystywania
wiedzy matematycznej do rozwiazywania problemu. Mozna zatem podsumowac,
ze studenci podkreslili te elementy aktywnosci, ktére kojarza z zaje¢ matematycz-
nych.

Okazuje sie dodatkowo, iz kompetencje, ktére wskazali studenci, idealnie po-
krywaja sie z tymi, ktére mozna dostrzec, analizujac modele zbudowanie przez
nich w dalszej pracy. Widzimy wiec, iz przyszli nauczyciele potrafia bardzo dobrze
rozpoznaé¢ wykorzystywane przez siebie umiejetnosci. Identyfikuja sie z nimi i re-
alizuja je we wlasnej pracy. Niestety brak wskazania kompetencji z grupy 4 i 5
takze pokrywa sie z nieobecno$cia tych dzialan podczas budowania modelu.
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7. Efekty nauczania modelowania matematycznego w praktyce

Krytyczna obserwacja wlasnych modeli pozwolita studentom zauwazy¢ bledy,
jakie popeknili. Zostali wyczuleni na to, czego powinni unikaé podczas modelowania
matematycznego. Studenci wprawdzie nie podali, w jaki sposéb nalezy postepowaé
przy tego typu zadaniach, ale wyciagneli pewne wnioski.

Analiza poréwnawcza dwoch grup rozwiazan pozwolita zaobserwowaé pewne
zmiany w sposobie pracy badanych nad modelem matematycznym wyznaczaja-
cym koszt wycieczki szkolnej. Nowe modele ukazuja, iz wiekszosé badanych wzieta
pod uwage do$wiadczenie zdobyte podczas analizy przyktadowych modeli, a tym
samym Swiadczy to o poszerzeniu przez studentéw swych kompetencji zwiazanych
z modelowaniem matematycznym.

Najbardziej widoczna zmiang jest sposoéb ukazywania danych. Teraz wszy-
scy badani wyjasnili oznaczenia uzywanych zmiennych. Nikt juz nie uzyt tych
samych nazw dla réznych zmiennych. Wyraznie zmniejszyta sie liczba uzywanych
nieuprawnionych stalych ograniczajacych ogélnosé modelu. Pomimo iz stale warto-
$ci pojawiajg sie w 30% modeli z obu grup, to w drugiej pojawiaja si¢ one rzadzie]
i dotycza mniejszej liczby danych. Studenci poprawili swe umiejetnosci dotyczace
rozpoznawania wielko$ci, majacych wplyw na rozpatrywana sytuacje, nazywania
ich oraz identyfikowania kluczowych zmiennych. Badani rozwingli takze swe kom-
petencje konstruowania relacji miedzy zmiennymi oraz matematyzowania istot-
nych wielkosci i zaleznosci miedzy nimi. Swiadczy o tym fakt, iz wiekszo$é¢ nowych
prac stworzono w oparciu o dobra koncepcje rozwiazania problemu, dostrzegano
i precyzyjnie zapisywano zaleznosci miedzy zmiennymi.

Niestety, pomimo iz widaé¢ w algorytmach wieksza starannosé w precyzyjnym
zapisie zalezno$ci miedzy zmiennymi, to w drugiej grupie tylko 25% algorytmow
dziala prawidlowo, podczas gdy w pierwszej poprawnych algorytmow byto 43%.
Jest to dos¢ zaskakujaca sytuacja, gdyz w nowych modelach pojawia sie znacznie
mniej istotnych btedéw. Jednak drobne nieprawidlowosci skutkuja niepowodze-
niem w dzialaniu algorytméw. Podczas tworzenia drugiej wersji modelu badani nie
testowali ani nie weryfikowali algorytmow, ograniczajac sie jedynie do utworzenia
modelu. Oznacza to, iz u badanych wciaz nie rozwinety sie kompetencje zwiazane
z zatwierdzaniem rozwiazania oraz z interpretowaniem matematycznych wynikow
w rzeczywistej sytuacji. Takie dzialania pozwolitlyby uniknaé¢ bltedéw, dotyczacych
np. braku uzaleznienia liczby autokaréw od liczby uczestnikow wycieczki, czy tez
niezaokraglenia liczby opiekunéw do liczby catkowitej.

Zostata rozwinieta umiejetnos¢ wykorzystywania wiedzy matematycznej do roz-
wiazywania problemu. Czesciej stosowano funkcje ,sufit”, zaokraglajaca z nadmia-
rem liczby mieszane do liczb catkowitych (tylko w jednej pracy pojawil sie blad
zwiazany z niedostosowaniem typu danych). Trudno jednak stwierdzi¢, czy ta zmia-
na byla wynikiem zwiekszenia kompetencji studentéow w tym obszarze, czy tez
badani po analizie przykladowych prac uswiadomili sobie, iz w ten sposdéb moga
zastapi¢ stosowane za pierwszym razem instrukcje warunkowe (w nowych mode-
lach nie znalazta sie zadna instrukcja warunkowa). W obu grupach prac wida¢, iz
studenci posiadaja kompetencje poszukiwania dostepnych informacji oraz do roz-
roznienia, ktore informacje sa istotne, a ktoére nie. Potwierdza to fakt, iz w poto-
wie wszystkich prac badani uwzglednili dodatkowe koszty, ktére uznali za istotne
w rozpatrywanej sytuacji.
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Zdecydowane] poprawie ulegla czytelnosé modeli matematycznych. Badani po-
starali si¢ o odpowiedni zapis matematyczny. Nie bylo juz prac chaotycznych,
nieczytelnych i trudnych do zrozumienia. Jednak wéréd nowych modeli nie poja-
wily sie algorytmy w formie schematu blokowego, a wiec nie mozna stwierdzié,
czy badani potrafia przedstawié¢ schemat w postaci graficznej. Przyktad modelu
matematycznego (wyznaczajacego koszt wycieczki szkolnej), zbudowanego przez
studenta w drugim etapie badan zostat przedstawiony na rycinie 4.
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Ryc. 4. Model matematyczny zbudowany przez studenta w drugim etapie badan

Analiza dwoch grup prac pokazata, iz badani poszerzyli swe kompetencje z za-
kresu modelowania matematycznego. Przyszli nauczyciele, dostrzegajac wszystkie
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istotne btedy w przyktadowych algorytmach, wyraznie starali sie ich nie popel-
nia¢. Te zmiany ukierunkowane byly gléwnie na poprawnosé matematyczna. Jed-
nak samo analizowanie przykladowych modeli nie umozliwia rozwoju wszystkich
umiejetnodci potrzebnych do modelowania matematycznego. Poréwnujac dawne
prace, badani dostrzegali role rzeczywistych aspektéw w budowaniu matematycz-
nego modelu sytuacji znanej z codziennosci. Nie miato to jednak przelozenia na
weryfikowanie czy testowanie ponownie stworzonych modeli. Nie brali pod uwage
faktu, ze budowanie modelu z koniecznosci musi wigzaé¢ sie z upraszczaniem sytu-
acji, wprowadzaniem pewnych zaltozeri. Nie podkreslali, ze to od osoby tworzacej
model wymaga sie uzupelnienia danych. U badanych nie pojawila sie swiadomo$¢,
iz mozna poszukiwaé réoznych rozwiazan tego problemu, w zwiazku z czym ograni-
czyli sie do stworzenia jednej propozycji modelu. Najwazniejszy jest jednak fakt,
iz studenci nadal nie przeprowadzaja testowania zaproponowanego przez siebie
rozwigzania — nie podstawiaja rzeczywistych danych (nie wykonuja swego algoryt-
mu), co pomogloby wykluczy¢ bledy pojawiajace sie w modelach. Jednak pomimo
iz w pracy studentow nad tworzeniem modeli matematycznych w drugim etapie
badan nadal pojawiaja sie liczne uchybienia, to widoczne sa pozytywne zmiany,
ktore pojawity sie wskutek przeprowadzonych zajeé.

8. Podsumowanie

Modelowanie matematyczne jest pojeciem kryjacym w sobie szereg aktywnosci.
Dotycza one nie tylko umiejetnosci czysto matematycznych, lecz odnosza sie takze
do rzeczywistosci, w ktorej rozpatrywana jest modelowana sytuacja. Z tego powodu
umiejetnosé pracy nad modelowaniem matematycznym w Srodowisku szkolnym
jest jedna z kompetencji, ktéra powinien posiadaé¢ nauczyciel.

Przeprowadzone badania pokazaly, iz studenci moga uczy¢ sie elementéw mo-
delowania, analizujac i poréwnujac przyktady modeli tej samej sytuacji, bedace
na réznym poziomie poprawnosci. Dodatkowo mozna bylo zauwazy¢ pozytywny
wplyw zestawienia procesu modelowania z procesem algorytmizowania. Takie dzia-
tanie pozwala dostrzec wiekszos¢ istotnych btedéw pojawiajacych sie w modelach
i unika¢ ich w swej dalszej pracy, co tez badani uczynili w duzym stopniu. Kom-
petencje ukazane przy modelowaniu idealnie pokrywaja sie z tymi, ktore sami
wskazali jako przydatne przy tego typu problemach. Niestety te kompetencje, kto-
rych sa Swiadomi, pokrywaja sie na ogdl z takimi, ktére mozna wyksztalcié¢, roz-
wiazujac klasyczne zadania matematyczne. Studenci w bardzo malym stopniu sa
wyczuleni na weryfikacje raz zbudowanego modelu. Nie pojawia si¢ u nich refleksja
nad raz rozwiazanym problemem. Badani poproszeni o wskazanie bledéw w algo-
rytmach i podanie wskazowek, w jaki sposéb ich unikaé, ograniczyli sie jedynie
do wypunktowania nieprawidlowosci, bez podania, jak sie ich wystrzegaé. Analiza
przeprowadzonego rozpoznania wskazuje, iz przyszli nauczyciele w swych dziata-
niach skupiaja sie gtownie na uzyskaniu ,wyniku™ czy to w formie liczby, modelu,
czy listy bledéow. Zapominaja o dydaktycznych korzysciach plynacych z analizy
problemu, refleksji nad uzyskanym rozwiazaniem czy poszukiwania innych rozwia-
zan tego samego problemu. Warto w pracy zaréwno ze studentami, jak i uczniami
zwracaé uwage na te aspekty procesu rozwiazywania problemu, ktore wykraczaja
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poza same obliczenia, a takze poza czysta matematyke, a dotycza rzeczywistosci.
Takie dzialania przyniosa wiele korzysci nie tylko na lekcjach matematyki, lecz
takze w codziennym zyciu.
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