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Postep w teorii funkcji jest istotnie hamowany przez te okolicznosé, ze pewne
elementarne jej twierdzenia, choé udowodnione przez wnikliwych badaczy, ciagle
jeszcze podawane sa w watpliwosé, tak, ze wyniki badan nie wszedzie uchodza za
poprawne, gdy odwoluja sie do owych niezbednych twierdzenn. Wyjadnienie znaj-
duje w tym, ze chociaz zasady Pana WEIERSTRASSA, ktore same rozprzestrze-
nity sie w szerszych kregach, bezposrednio poprzez jego wyklady oraz inne ustne
oznajmienia, a posrednio poprzez odpisy notatek, opracowanych na podstawie tych
wyktadéw, to jednak nie zostaly one przez niego samego opublikowane w druku
w autentycznej wersji, a wiec nie ma miejsca, w ktéorym znajdzie sie te twierdze-
nia rozwijane we wzajemnych zwigzkach. Ich prawdziwosé opiera sie jednak na nie
w pelni ustanowionej definicji liczb niewymiernych, w ktorej czesto uwiklane sa
przedstawienia geometryczne, a mianowicie wytworzenie linii poprzez ruch. Twier-
dzenia te sq stuszne dla lezgcej u podstaw definicji liczb niewymiernych, w ktorej
te liczby nazywane sq rownymi, ktore nie réznig sie Zadng podang jakkolwiek matq
liczbg, przy ktorej to definicji dalej liczba niewymierna uzyskuje rzeczywiste istnie-
nie, tak, ze funkcja jednowartosciowa dla kazdej poszczegdlnej wartosci zmiennej,
czy to wymiernej, czy niewymiernej, zawsze posiada okreslong wartosé. Z innego
punktu widzenia mozna jednak wysuwaé prawomocne obiekcje przeciw prawdzi-
wodci tych twierdzen.

Nie bez watpliwosci publikuje te prace, ktoérej pierwsza najistotniejsza czesé
,O liczbach” jest od dtugiego juz czasu ukoriczona. Niezaleznie od powaznej trud-
nosci w przedstawieniu takiego materialu, mam watpliwosci co do opublikowania
pracy, zwlaszcza iz zawiera ona przekazane mi ustnie przemyslenia innych, a szcze-
gblnie Pana WEIERSTRASSA, tak, ze do mnie nalezy nie wiecej niz ich wylozenie,
przy czym chodzi réwniez o to, aby nie pozostawié¢ nigdzie zadnej powaznej luki.
Najwazniejsza jest konieczno$é¢, abym w pdzniejszej rozprawie odnidst sie do pod-
stawowych twierdzen teorii funkcji, ktora zmusza mnie do opublikowania niniejszej
pracy, w ktorej twierdzen owych w koncu dowodze.

Jestem zobowiazany do szczegdlnego podziekowania Panu CANTOROWI z Halle
za jego ustne informacje, ktore mialy znaczacy wplyw na ksztalt moich prac,
jako ze zapozyczam od niego pomyst, aby ogélne liczby wprowadzaé poprzez
owe szczegolnie przydatne ciagi, ktore tutaj (A, §1, Def. 1) beda nazywane cia-
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gami liczbowymi. Wydaje mi sie to, szczegdlnie dla zastosowan w teorii funkcji
(B, §2, Twierdzenie 1), szczesliwie ksztalcace dla pierwotnego sposobu wprowa-
dzania, w ktéorym uogélnione liczby okreslane sa poprzez wielokrotnie zawarte
w nich pewne wielkosci w nieskonczonej liczbie. Uzasadnienie, ze to, co wpro-
wadzane jest przez ciagi, traktowaé nalezy jako wielkosci liczbowe, znajduje Pan
CANTOR w tym, ze jest mozliwe réwniez tutaj okresli¢ pojecia wigkszosci, mniej-
szosci oraz rOwnosci.

Na pytanie, czym miataby by¢ liczba, odpowiadam, gdy nie chce ograniczaé
sie jedynie do wymiernych liczb dodatnich, nie przez to, ze definiuje pojeciowo
liczbe, powiedzmy, wprowadzajac liczby niewymierne jako granice, ktérych istnie-
nie byloby zatozeniem. W definicji przyjmuje czysto formalny punkt Widzeniaﬂ,
nazywajge pewne konkretne znaki liczbami, tak, iz istnienie tych znakoéw nie stoi
zatem pod znakiem zapytania. Gtdwny nacisk potozony jest na operacje rachowa-
nia, a znak dla liczby musi byé¢ tak wybrany lub zbudowany przy pomocy takiego
aparatu, aby zagwarantowany byl zwiazek z operacjami.

Regutami rachowania nazywa sie reguty, wedle ktorych dwie liczby, ktdre sq
potaczone znakiem operacji, mogq zostaé¢ wymienione na jedng. Reguly te beda
z poczatku tak ustalone, ze podajg one wynik zwyklego rachowania, gdy stoso-
wane sg jedynie do liczb 0, 1, 2, 3 itd. Niemoznosé wykonania w wielu przypadkach
odejmowania zmusza do wprowadzenia nowych znakéw lub liczb: dla kazdego juz
istniejacego znaku a wprowadza sie jeszcze znak neg(a) i rozszerza definicje ope-
racji w stosowny sposob, tak, ze daja one dla nowego znaku wynik taki sam, jak
wczesniej dla znakéw wezedniejszych. Potem pokazuje sie, na mocy odpowiedniej
definicji odejmowania, ze musi zachodzi¢ neg(a) = 0 — a. Niemoznosé podzielenia
dwoch znakéw a oraz b, gdy iloraz nie jest liczba catkowita zmusza do dodania po-
dwojnego znaku (a,b) do poprzednich, przy czym zwiazek z owymi poprzednimi
ustanawia si¢ przez to, ze ma by¢ dozwolone wymienianie (a, 1) z a. Jesli rozszerzy
sie objasnienie mnozenia, to okazuje sie, ze (a, b) nie jest niczym innym jak wyni-
kiem dzielenia (a, 1) przez (b,1) lub a przez b. Odtad dla tak wprowadzonych liczb
sa mozliwe dodawanie, odejmowanie, mnozenie i w ogélnosci dzielenie — a miano-
wicie to ostatnie jest w jednym przypadku niemozliwe, gdy mianownik jest zerem,
a licznik nie jest zerem. Niemoznosé wykonywania na dotad wprowadzonych licz-
bach we wszystkich przypadkach pierwiastkowania, a takze innych jeszcze prze-
stepnych operacji zmusza do wprowadzenia nowych znakoéw, liczb rzeczywistych
niewymiernych oraz urojonych. To, jak wybrane sa te pierwsze, aby ustalone byly
zasady postugiwania sie operacjami, wida¢ w rozdziale A. W tymze rozdziale ogra-
niczyltem sie do liczb rzeczywistych, poniewaz mozna z nich bez wysitku otrzymacé
zespolone, gdy do znakoéw a, b itd. dla liczb rzeczywistych doda si¢ jeszcze znaki
zlozone. Mianowicie, zamiast liczby zespolonej a + by/—1 wystepuje znak (a,b,),
ktory, po stosownym objasnieniu dodawania, bedzie réwny a+b,, a po objadnieniu
mnozenia najpierw bedzie réwny a+0b-1,, a w koiicu, poniewaz z tegoz okreslenia
wynika, ze 1, jest pierwiastkiem z —1, bedzie réwny a + by/—1.

1Na sposéb oméwiony w tym wstepie prowadze od wielu lat swoje wyktady z analizy algebra-
icznej.
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A. O LiczBACH
§ 1. Ciagi liczbowe

1. Definicja. Ciggiem liczbowym nazywa sie ciag liczb aq, aq itd., a, itd., gdy
dla kazdej jakkolwiek matlej réznej od zera liczby 7 istnieje warto$é n taka, ze dla
wszystkich dodatnich v, a,, — a4, lezy ponizej 7.

Uwaga. Stowo liczba, bez dalszych dopowiedzeni oznacza w rozdziale A zawsze
liczbe wymierng. Zero jest przy tym uwazane za liczbe wymierna.

2. Definicja. Kazdy ciag liczbowy, w ktérym liczby a,, wraz ze wrastajacym
indeksem n pozostaja ponizej kazdej podanej wielkosci, nazywa sie ciggiem ele-
mentarnym.

Whniosek. Czlony a kazdego pojedynczego ciagu liczbowego pozostaja ponizej
wielkosci skoriczonej. Jesli ciag nie jest elementarny, to od pewnej wartosci indeksu
n pozostaja one wszystkie powyzej pewnej wielkosci réznej od zera.

Oznaczenie. Dla lepszej przejrzystosci greckie litery beda uzywane tylko dla
cztonow ciggow elementarnych. A zatem 71, 1 itd., jest ciagiem elementarnym.

1. Twierdzenie. Jesli zar6wno a1, as itd., jak i by, by itd. jest ciagiem liczbowym,
to takze a; + by, az+ be itd., a dalej ay — by, as — be itd., a1b1, a2bs itd. sa ciagami
liczbowymi.

Dowdd. Dla gérnych oraz dolnych znakéw w + mamy, odpowiednio:

(an £bp) = (@ntv £ bni) = (an — angr) £ (by — bpys).

Wyrazenie to stanie sie dowolnie male wraz ze wzrastajaca n, poniewaz owe a oraz
b tworza ciag liczbowy, a zatem (§1, Def. 1) a,, — ant, oraz b, — b4, staja sie
dowolnie male wraz ze wzrastajaca n.

Podobnie, zachodzi

anbn - anJruanrV = an(bn - anrV) + b’I’LJrl/(an - a”l’LJrl/)J

poniewaz a,, oraz by, pozostaja pod wielkoscig skoriczona (§ 1, Wniosek).
2. Twierdzenie. Przy zalozeniach pierwszego twierdzenia oraz gdy poza tym
cztony a nie tworza szeregu elementarnego, rowniez
b1 b2 b3

, , e
ap a2 as

tworza ciag liczbowy.
Dowdd. Zachodzi

bn bn+u _ bnan+l/ - anbn+l/ _ bn (an+l/ - an) + an(bn - bn—i—l/)

(079 anJru ana”l’LJrl/ ananJru

Poniewaz liczniki wyrazenn prawej strony rownania stajg sie dowolnie mate wraz
ze wzrastajaca n, ale mianowniki pozostaja ponizej wielkosci roznej od zera (§1,
Whiosek), wiec takze lewa strona staje sie dowolnie mala wraz ze wzrastajaca n.

3. Definicja. Ciggi liczbowe aq, as itd., by, bs itd. nazywajq sie rownymi wtedy
i tylko wtedy, gdy cigg liczbowy a1 — by, ag — by itd. jest ciggiem elementarnym.
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3. Twierdzenie. Wszystkie ciqgi elementarne sq miedzy sobg réwne oraz na
odwro6t, ciag elementarny nie jest roéwny zadnemu ciagowi liczbowemu innemu niz
elementarny.

Dowad. Jesli €,, oraz 7, sa czlonami dwoch ciagdéw elementarnych, to €, — 1,
pozostaje ponizej kazdego stopnia matosci wraz ze wzrastajaca n. A zatem e —
M, €2 — 12 itd. jest ciagiem elementarnym, a wiec (§ 1, Def. 3) rzeczywiscie ciag
elementarny €1, 5 itd. jest réwny innemu 7, 7o itd.

Ciag nieelementarny o n-tym czlonie a,, nie moze jednak by¢ réwny ciggowi
elementarnemu o n-tym cztonie ¢, poniewaz a,, — €, pozostaje ponizej podanej
wartosci wraz ze wrastajaca n.

§ 2. Wprowadzenie uogoélnionych liczb lub znakéw liczbowych

Zgdanie. Wprowadzi¢ znak dla kazdego ciagu liczbowego.

Jako znak wprowadza sie sam ciag, osadzony w nawiasach kwadratowych, tak,
ze np. z ciagiem a, b, ¢ itd. stowarzyszony jest znak [a, b, ¢ itd.].

1. Definicja. Liczbg uogdlniong lub znakiem liczbowym nazywa sie znak stowa-
rzyszony z ciagiem liczbowym.

2. Definicja. Znaki nazywajg sie réwnymsi lub sa wymienialne, gdy stowarzy-
szone s3 z réwnymi ciagami liczbowymi, a nazywaja sie nieréwnymi lub sa niewy-
mienialne, gdy stowarzyszone sg z nieréwnymi ciagami liczbowymi (§ 1, Def. 3).

Oznaczenie. Jedli [a,b itd.] oraz [a’,b’ itd.] sa sobie rowne, to bedzie to ozna-
czane przez [a,b itd.] = [a/,V itd.] lub przez [a/, ¥ itd.] = [a,b itd.].

Skrot. Za znak liczbowy stowarzyszony z ciagiem liczbowym, ktorego czlony
utworzone sa z rownych matych liter, bierze sie tez odpowiednia duza litere, a wiec
znakiem dla [a;, agitd.] jest A, znakiem dla [n;, 72 itd.] jest H.

Ustalenie. Znakiem liczbowym stowarzyszonym z ciggiem liczbowym, ktory za-
wiera tylko cztony rowne a, niech bedzie sama liczba wymierna a.

1. Whiosek. Jest zatem (§ 2, Oznaczenie):

[al,ag,ag,...] = A,

[a,a,a,...]=a.

1. Tunerdzenie. Znakiem kazdego ciggu elementarnego jest 0.

Dowdd. Ciagi elementarne sa rowne (§ 1, Twierdzenie 3), a wiec znaki wszyst-
kich ciagow elementarnych sa rowne (§2, Def. 2), a zatem roéwne znakowi
[0,0,0itd.], czyli (§2, Wniosek 1) rowne zero.

Komentarz. Nie rachuje sie na ciggach liczbowych, ale na znakach liczbowych.
Operacje rachunkowe zostana nizej (§ 3) zdefiniowane przez ciagi liczbowe, i to tak
zdefiniowane, ze otrzyma sie wyniki znane dla liczb wymiernych, gdy cztony a,
ag itd. sa wszystkie rowne, a wiec sa znakiem liczbowym dla liczb wymiernych;
powyzsze Ustalenie jest wiec dozwolone.

3. Definicja. Piszemy A > B, gdy a,, — b, od pewnej wartosci liczby n zawsze
pozostaje dodatnia, a A < B, gdy a, — b, od pewnej wartosci liczby n zawsze
pozostaje ujemna.

Komentarz. Réwnosé¢ wyklucza mniejszosé oraz wiekszosé. Jesli mianowicie
A = B, to czlony a,, — b, naleza do ciggu elementarnego; jesli jednak nie zachodzi
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A = B, to cztony a,, — b, nie nalezg do ciagu elementarnego, a wiec pozostaja, co
do wartosci bezwzglednej (§1, Wniosek 1) powyzej wielkosci roznej od zera, tak,
ze wtedy albo A > B, albo A < B.

2. Whniosek. Jesli A > B, to takze B < A.

2. Twierdzenie. Znaki obu ciagoéw

bl,bg,bg,...;

ai, as itd., Gp, bl“ bMJrl, bHJrg itd.

sa wzajem réwne.
Dowdd. Oba ciagi sa wzajem roéwne, poniewaz ciag réznic

ay — bl, as — bQ, itd., Qp — bp, b# - bp+1, b#+1 - blH_Q, itd.

jest ciagiem elementarnym (§ 2, Def. 2; § 1, Def. 3).
3. Whiosell. Znak liczbowy pozostaje niezmieniony, gdy w ciagu, z ktérym
jest on stowarzyszony, opusci sie dowolng, skoriczona liczbe cztondw.

§ 3. Rachowanie na liczbach uogélnionych

1. Definicja. A+ B jest tym znakiem, ktory jest stowarzyszony (§ 1, Twierdze-
nie 1) z ciagiem liczbowym a1 £b1, as £bs itd., a AB tym, ktory jest stowarzyszony
7 a1by, agby itd. Jesli nie zachodzi A = 0 (§1, Twierdzenie 2; § 2, Twierdzenie 1),
to % jest stowarzyszony z ciagiem liczbowym

b1 by b3

, , yaees
ap az as

1. Wniosek. Jesli A+ B = C albo AB = C, albo, przy zalozeniu, ze A nie
posiada wartosci zero, % = B, to odpowiednio:

C
(7% + bn + Mn = Cnj anbn + Mn = Cnj a_n + Mn = bn-
n

Na odwro6t, z ostatnich trzech réwnan wynikaja te pierwsze.

2. Wniosek. A+0 = A.

3. Wniosek. Znak, ktory jest stowarzyszony z —ay, —as itd., jest réwny 0 — A.

Uwaga. Zwykto sie powszechnie pisa¢ — A zamiast 0 — A; rachuje sie wiec z — A
tak, jakby obecne bylto pelne wyrazenie, ktore zastepuje —A.

2. Definicja. Wartoscig liczbowqg lub wartoscia bezwzgledng znaku A jest znak,
ktory otrzymuje sie, gdy w ciagu zamiast a wstawia sie jego wartosé liczbowa,

Twierdzenie. Jesli A+ B = C, albo AB = C i przy tym nie zachodzi A = 0,
to, odpowiednio, A = C' F B, albo B = %.

2Widaé z tego, iz wystarczaloby, aby w znaku stowarzyszonym z ciagiem braé nie pierwsze
jego elementy, lecz ogdlne prawo, tak, ze mozna wybraé¢ takze [an] jako znak stowarzyszony
7 ciagiem a1, a2 itd. To prowadzi tez do zwyklego oznaczenia, zastepujacego nawiasy kropkami, i
ustalanie np. é =[0.1,0.11,0.111, itd.], co jest dozwolone (§ 4, Przykltad), lecz = 0,111... Poza
tym, w dalszym ciagu utrzymane zostana dotychczasowe oznaczenia.
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Dowdd. W pierwszym przypadku jest (§3, Wniosek 1) a,, + b, + 1, = ¢,
a w konsekwencji a,, + 1, = ¢, F b, A zatem

[a1 + n1,a2 + 12 itd.] = [Cl F by, co F by itd.].

Lewa strona daje (§ 3, Def. 1; § 2, Twierdzenie 1) A40 lub (§ 3, Wniosek 2) A, prawa
(§3, Def. 1) C F B. Dow6d w drugim przypadku prowadzony bedzie podobnie.

§ 4. Zwigzek liczb uogoélnionych z wymiernymi

1. Definicja. Jesli dla liczb (wymiernych) ag, ag itd. istnieje liczba (wymierna)
2 o tej wlasnosci, ze 2 — a,, wraz ze wzrastajaca n, pozostaje ponizej kazdej
podanej wartosci, to 20 nazywa si¢ granica tych a.

1. Twierdzenie. Jesli cztony ciagu liczbowego a1, aq itd. maja granice (wymier-
na) A, to A jest tez znakiem stowarzyszonym z ciagiem aq, aq itd.

Dowdd. Na mocy definicji pojecia granicy (§4, Def. 1) czlony

Ql—al,Ql—ag,Ql—ag,...

tworza clag elementarny, ktorego znakiem jest zero (§ 2, Twierdzenie 1). Tenze jest
jednak, z drugiej strony (§ 3, Def. 1) rowniez,

= [9[, Q[, 2A ltd] - [al, as, as itd.],
a wiec (§2, Ustalenie) jest rowny 2 — A. Wynika z tego, iz rzeczywiscie
A= [al,ag,ag, .. ]

Przyktad. Poniewaz utamki 0.1, 0.11, 0.111 itd. dochodza nieskoriczenie blisko
do liczby (wymiernej) 5, a wiec (poréwnaj uwage do §2, Wniosku 3)

1
9= [0.1,0.11,0.111 itd.].

2. Definicja. O znakach liczbowych C7, Cy, itd., C,, mowi sie, ze pozostaja one
ponizej kazdej podanej wartosci wraz ze wzrastajaca n, gdy dla kazdego réznego
od zera znaku liczbowego D istnieje taka wartosé dla n, ze dla tej n oraz wszystkich
dodatnich liczb catkowitych v wartosé liczbowa dla Cy,4,, (§3, Def. 2) jest mniejsza
od tej dla D.

Whiosek. Gdy przypadek powyzszy zachodzi dla kazdego D, to zachodzi to
takze dla kazdej liczby wymiernej d, jako iz liczba wymierna jest szczegdlnym
przypadkiem znaku liczbowego (§2, Ustalenie). Jednak réwniez na odwrot: jesli
zachodzi to dla kazdej liczby wymiernej d, to jest to przypadek dowolnego znaku
liczbowego D. Jesli mianowicie zachodzi to dla ustalonego D, ktorego wartosé licz-
bowa jest rowna [dy,dzitd.] i rozna od zera, a wiec takze d,, pozostaje powyzej
zera, to istnieje dodatnia liczba wymierna d, ktora jest mniejsza od wszystkich
liczb d,,, poczawszy od pewnej ustalonej m. Jesli teraz wartosci liczbowe dla
Ch+., pozostaja ponizej d tak, ze gdy taka wartosé¢ liczbowa jest przedstawiona
jako [e1, ¢ itd.], to d — ¢, zawsze pozostaje dodatnia wraz ze wzrastajaca m, to,
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poniewaz d,, > d, wiec takze d,, — ¢, pozostaja dodatnie. Wystarcza zatem, gdy
kryterium jest spetnione dla wymiernych liczb D.

3. Definicja. Jesli A jest ustalonym znakiem liczbowym oraz A — B,, pozostaje
ponizej kazdego znaku liczbowego wraz ze wzrastajaca n, to A nazywa sie granicg
owych B.

2. Twierdzenie. Znak liczhowy A jest granicg cztondw a ciggu, z ktdrym jest
on stowarzyszony.

Dowdd. Trzeba pokazaé (§4, Def. 3), ze A — a,, pozostaje ponizej kazdego po-
danego znaku liczbowego, a wiec tylko (§4, Wniosek), ze pozostaje ona ponizej
kazdej liczby wymiernej d. Ot6z A — a,, jest rowna

[a1 — apn,as — ay, itd., ay — an, any1 — ay itd.],
lub (§ 2, Twierdzenie 2) jest réwna
[@nt1 — @ny Ania — ap itd.].

Jesli wezmie sie n wystarczajaco duza, to w przedstawionym wyrazeniu poszcze-
gbélne czlony szeregu pozostaja pod d, a wiec ten znak liczbowy lezy ponizej
[d,d,d, itd.], tj. ponizej d.

§ 5. Liczby niewymierne dowolnych rzedow

Oznaczenie. Liczby uogo6lnione, takze w szczegolnym przypadku, gdy sa wy-
mierne, beda nazywane liczbami niewymiernymi pierwszego rzedu. Tak jak te
liczby niewymierne A pierwszego rzedu budowane sa z liczb wymiernych, to z nich
mozna z kolei tworzy¢ liczby niewymierne A’ drugiego rzedu, a z tych liczby niewy-
mierne A” trzeciego rzedu itd. Liczby niewymierne m-+1-ego rzedu bedg oznaczane
przez A(™)

Niewymierno$¢, bez wskazania rzedu, przeciwstawiana jest wymiernosci. To,
ze istnieja liczby niewymierne, a wiec ze nie wszystkie wielkosci A™ musza by¢
wymierne, zostanie pokazane w czesci B, § 3, Wniosek 2.

Twierdzenie. Niewymiernosci m -+ 2-go rzedu nie sq nowyms, ale sg rdwne tym
rzedu pierwszeqo.

Dowdd. Niech

A = 4 4™ Al

Dalej, niech aq, as, a3 itd. przedstawiaja liczby wymierne, ktore leza, odpowiednio,
ponizej A:(Lm), Aém), Aém) itd. oraz roznig sie od nich, odpowiednio, o mniej niz 1,%,
% itd. Jesli nazwie si¢c A znak stowarzyszony z ay, ag, as itd., to A+ — A bedzie

znakiem ciggu elementarnego lub zera, tj. A1 jest rowny A.

3Zaklada sie, ze traktuje sie niewymiernosci wyzszych rzedéw tak samo, jak wczesniej trak-
towano te rzedu pierwszego. Wyplywaja wtedy calkiem podobne zaleznosci, ktore zaktadam tu
bez dalszego komentarza, gdyz ich rozwijanie bytoby w istocie powtérzeniem wczesniejszego ma-
teriatu.
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B. O FUNKCJACH
§ 1. Ogdlnie o funkcjach

Definicja. Funkcjg jednowartosciowq zmiennej x nazywa sie wyrazenie, ktore
dla kazdej pojedynczej wymiernej lub niewymiernej wartosci x jest jednoznacznie
zdefiniowane.

Komentarz. Wartosé funkcji dla niewymiernej wartosci zmiennej nie moze za-
tem by¢ tak zdefiniowana, aby zalezata od szczegblnego ciagu liczbowego, przez
ktory owa niewymierna warto$é akurat bylta podana, musi ona raczej pozostawaé
taka sama, co byto tez uzasadnione wybraniem jednego i tego samego znaku dla
wartosci niewymiernej x.

1. Twierdzenie. Kazda potega catkowita x jest funkcja jednowartosciows.

Dowdd. Niech dowolna ustalona wartos¢ z, wymierna lub niewymierna, na-
zwijmy ja X, bedzie podana zaréwno przez [z1, z2 itd.], jak tez przez [y;,yz itd.]
rowny temu samemu znakowi Xﬂ, tak, ze (A, §2, Def. 2) x1 —y1, 2 — yo itd., two-
rz3 ciag elementarny 7y, n2 itd. Poprzez m-krotne mnozenie X przez siebie samego
(A, §3, Def. 1) otrzymujemy odpowiednio

[T, 25 itd.], [y, yh® itd.],
ktore to liczby sa réwne, poniewaz ich réznica
(w1 +m0)™ — 27", (w2 +m2)™ — 25" itd ]

jest znakiem liczbowym ciagu elementarnego.

Whniosek. Kazda tak zwana funkcja wielomianowa zmiennej x jest funkcja
zmiennej x.

2. Twierdzenie. sin x oraz cosx sg funkcjami x.

Dowdd pierwszego stwierdzenia. Jako definicja sin x shuzy znany szereg pote-
gowy, ktory trzeba tak utworzyé, ze sinx jest znakiem, ktory jest stowarzyszony
z ciagiem liczbowym

3 3 x°

5 T 5 + 120 itd.

Kazdy czlon, jakkolwiek daleko sie idzie, jest funkcja wielomianowa zmiennej .,
a wiec ma w pelni okreslong wartos$¢, niezaleznie od powstania x. Jesli czlony
ciggu liczbowego sa w pelni okreslone, to taki jest tez stowarzyszony z nim znak,
a mianowicie sin z.

Uwaga. Nie zostanie tu podany zaden $rodek, aby policzyé¢, powiedzmy przez
przyblizenia, sin x dla niewymiernej wartosci z, tworzac wartosci przyblizone sin 1,
sin z9 itd., gdzie 1, x2 itd. przedstawiaja cztony ciagu liczbowego dla wartosci nie-
wymiernej. Jak dotad, nie zbadano tu, czy sinus tej wartosci zwiazany jest z sin 1,
sin zy itd. (por. B, §2, Komentarz). Tak jak liczba niewymierna posiada w pelni
okreslone znaczenie, réwniez sinusowi kazdej liczby przypisane jest takie znacze-
nie — tylko tyle dotad udowodniono. Ma zatem sens, gdy sume szeregu Fouriera,

xr, r —

4Na mocy rozszerzen podanych w § 5 nie musimy juz przez wielkosci « oraz y rozumieé liczb
wymiernych; moga one wszystkie lub niektore byé¢ niewymierne. Poniewaz w tym, co nastepuje
chodzi tylko o funkcje, ktore sa jednowartosciowe, wiec bedzie zbytecznym dodawanie za kazdym
razem tego okreslenia.
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w ktory rozwija sie funkcja skoniczona, rozwaza si¢ takze w punktach skoku. Obiek-
cja, ze wartos¢ funkcji tam nie istnieje, gdy odcieta, podzielona przez 7 jest liczba
niewymierna moze tylko tak dtugo by¢ uwazana za uzasadniona, dopdki nie przyda
sie niewymiernosciom samodzielnej egzystencji. (Nadto, poprzez numeryczne ob-
liczenie sumy, biorac pod uwage ograniczona liczbe n czlonéw zblizymy sie do
$redniej wartosci funkcji, przy dowolnie duzej warto$ci argumentu przed lub za
skokiem. Przyblizenie do wartosci sredniej mozna zwiekszy¢ przez wieksza n tylko
wtedy, gdy ustali sie dla krytycznej odcietej niewymiernej taka warto$¢ wymierna,
ktora dochodzi wystarczajaco blisko do prawdziwej wartosci tejze).

§ 2. Warunki cigglosci

1. Definicja. Funkcja f(x) nazywa sie cigglq dla okreslonej pojedynczej wartosci
x = X, gdy dla kazdej dowolnie malej danej wielkosci ¢ istnieje inna liczba dodat-
nia 19 o takiej wlasnosci, ze dla zadnej wielkosci dodatniej n, ktéra jest mniejsza
od 1, wartos¢ liczbowa f(X +n) — f(X) nie przekracza .

1. Wniosek. Dwie wartosci funkcji dla argumentow x, ktore leza miedzy X —n
oraz X + 1, moga sie r6zni¢ co najwyzej o 2¢.

Komentarz. Funkcja jest tylko agregatem pojedynczych wartosci (A, §1, Def.);
zwiazek miedzy nimi, taki, iz jakas warto$¢ otrzymywana jest z wartosci z otocze-
nia, ustanowiony jest dopiero poprzez warunki ciagtosci.

1. Twierdzenid). Jesli funkcja f(z) jest ciagla w x = X, to dla kazdego ciagu
liczbowego x1,xo itd., ktéry posiada znak X rowniez f(x1), f(x2) itd., tworza
ciag liczbowy o znaku f(X); oraz na odwrdt, gdy dla kazdego ciagu liczbowego
x1,x9 itd., ktory posiada znak X rowniez f(x1), f(x2) itd., tworza ciag liczbowy
o znaku f(X), to f(x) jest clagta w z = X.

Dowdd. Po pierwsze. Kazdy ciag liczbowy 1, z9 itd. daje sie przedstawié za
pomoca ciggu elementarnego X 4+, X+ itd. Jesli teraz funkcja jest ciagla, to dla
kazdej danej wielkosci € (B, §2, Def. 1) czlony ciagu 71,72 itd. beda pozostawaé
ponizej 7, tak, ze poczawszy od pewnej wartosci n, f(X +n,) — f(X), tj. f(zn) —
f(X), nie przekracza juz €. Poniewaz £ mozna wzia¢ dowolnie mata, wiec ta roéznica
jest ogolnym czlonem ciagu elementarnego f(x1)— f(X), f(z2)— f(X) itd., ktorego
znakiem liczbowym jest zero. Z drugiej strony jest to tez (A, §3, Def. 1) réwne

[f (1), f(w2) itd.] — f(X),

przez co udowodniona jest pierwsza czes¢ twierdzenia, a mianowicie rownosé

F(X) = [f(z1), f(22) itd].

5Twierdzenie méwiace, ze funkcja jest ciagla wtedy i tylko wtedy, gdy f(X) — f(zy) jest
dowolnie mala dla kazdego ciagu liczbowego dla X, wraz z jego dowodem, zapozyczam od Pana
CanTORA. Podczas gdy ja ograniczam sie tu do funkcji jednej zmiennej, Pan CANTOR rozwaza
ogoélne funkcje wiekszej liczby zmiennych; pokazuje on, ze funkcje te posiadaja ciaglosé, ktora
ja w innym miejscu (ten Journal, Bd. 71, s. 361) nazywam jednostajna, gdy spelniaja one
pewne warunki w kazdym pojedynczym punkcie. Ogdlny przebieg dowodu niektérych twierdzen
w § 3 wedle zasad Pana WEIERSTRASSA znam z jego wlasnych, Panéw ScHwWARzA oraz CANTORA,
ustnych oméwien, tak, ze w tych dowodach jedynie poprowadzenie pewnych drobiazgéw pochodzi
ode mnie.
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Po drugie. Jesli teraz funkcja spelnia wczesniej postawiony warunek, ktory
moéwi, ze dla kazdego ciagu liczbowego x1,x2 itd., bez jakiegokolwiek wyjatku,
ktorego znakiem liczbowym jest X, f(x1) — X, f(z2) — X itd. staja sie dowol-
nie male, to z tego wynika jej ciagltosé¢. Gdyby bowiem byto tak, ze gdy ustali
sie okreslong liczbe € (B, §2, Def. 1) oraz wezmie si¢ jakkolwiek matla liczbe 7
i nigdy nie bedzie spelniony warunek cigglosci, to zawsze beda istnialy wartosci
1 ponizej 19, dla ktorych f(X 4+ n) — f(X) pozostaje ponad e. Niech wiec dla
jakiejkolwiek wielkosci ng taka warto$¢ n (ponizej tego 1), dla ktorej powyzsza
roznica nie jest mniejsza od €, bedzie rowna 7. Dla polowy tak duzej wartosci ng
ta roznica przy 7 = 7" nie moze by¢ mniejsza od ¢; dla 79 rownej polowie poprzed-
niej (¢éwierci pierwszej) bedzie tak dla n = 1" itd. Poniewaz wartosci 1y tworza
ciag elementarny, wiec ten sam przypadek ma miejsce z (mniejszymi) o', ", n"'; a
zatem X + 7', X +n” itd. przedstawiaja ciag liczbowy x1, zs itd. o znaku X, lecz
f(z1) = X, f(z2) — X itd. nie pozostaja jednak ponizej € — whrew zalozeniu.

2. Twierdzenie. Funkcja ciagla f(x) jest znana dla kazdego x, gdy jest podana
dla kazdej wymiernej wartosci tej zmienne;j.

Dowdd. Niech X bedzie wielkoscig niewymierna dana przez ciag 1, To, x3 itd.;
dalej, niech yi,y2,ys itd. przedstawiaja liczby wymierne, ktére réznia sie od z,
o, x3 itd. o mniej niz 1, %, % itd. Poniewaz owe x réznia sie od réwnoimiennych
y tylko czlonami ciagu elementarnego, wiec rowniez (A, §2, Def. 2) X jest rowny
[y1,y2, itd.], zatem (B, §2, Twierdzenie 1) wynika z tego

F(X) = [f (1), f(y2) itd.].

3. Twierdzenie. Kazda calkowita potega x™ jest ciagta dla kazdej pojedynczej
wartosci x = X.
Dowdd. Niech znowu X = [x1, x5 itd.], z czego wynika (A, § 3, Def. 1), ze

X™ =27, 25, .. ]

To jest jednak (B, §2, Twierdzenie 1) warunek ciggtosci dla funkeji f(x) = =™
w X.

2. Whniosek. Kazda funkcja wielomianowa jest ciagta dla kazdej pojedynczej
wartosci zmiennej.

4. Twierdzente. sinx jest ciagla dla kazdej pojedynczej wartosci x = X.

Dowdd. Trzeba dowiesé, ze sinxp,sinxy itd. tworza ciag liczbowy oraz, po
wtore, ze znakiem tegoz ciagu jest sin x. Obydwie rzeczy wynikaja, gdy sie pokaze,
ze ciag sin X —sinx,sin X —sin zo itd. jest elementarny. W istocie, sin X —sinz,,
lub
X3 —

5 itd.

X—zp, X —2x,—

staje sie¢ dowolnie mate wraz ze wzrastajaca n.
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8§ 3. Wlasnosci funkcji cigglych

1. Definicja. Funkcja f(x) nazywa sie cigglg od © =a do x =b, gdy jest ona
ciagta (B, §2, Def. 1) dla kazdej pojedynczej wartosci x = X miedzy x=a oraz
x = b, z wlaczeniem wartosci a i b; nazywa sie ona jednostajnie ciggtq od = a do
x = b, gdy dla kazdej jakkolwiek malej wielkosci ¢ istnieje taka wielkosé¢ dodatnia
no, ze dla wszystkich wielkosci dodatnich, ktore sa mniejsze od g, f(z £ n) —
f(x) pozostaje ponizej e. Jakakolwiek tez warto$é¢ przyja¢ moze x, jedynie przy
zalozeniu, iz x oraz x £ n naleza do dziedziny od a do b, to zadany warunek musi
by¢ spelniony przez te samg ng.

1. Twierdzenie. Kazda potega catkowita x jest jednostajnie ciagla miedzy ja-
kimikolwiek podanymi granicami.

Dowdd. Poniewaz (x £ 7)™ — 2™ w kazdym przypadku pozostaje ponizej ilo-
czynu n oraz ustalonej wielkos$ci z podanej dziedziny, wiec réznica ta daje sie
oczywiscie dla wszystkich x poprzez te sama 7 uczyni¢ dowolnie mata.

1. Wniosek. Kazda funkcja wielomianowa jest jednostajnie ciggta miedzy do-
wolnymi danymi granicami.

2. Twierdzenie. Jesli funkcja f(x) ciagla (dla kazdego poszczegdlunego x) od
a do b posiada dla dwoch liczb @ = x1 oraz x = x9 lezacych miedzy a oraz b
przeciwne znaki, to znika ona dla pewnej lezacej pomiedzy nimi wartosci x.

Dowdd8. Niech x5 — z1 = & oraz f (z1) beda dodatnie. Tworzy sie teraz liczby

1) 1) 1
> $4=$3i1, T5 =24 L 3,

€r3 = T2 — 3

ogo6lnie
4]

Tn+1 = Tn + F7

i przy tworzeniu x,11 z x, mamy znak dodatni lub ujemny, w zaleznosci od tego,
czy f(zn) ma znak dodatni lub ujemny; — jesli wartosé funkcji f(z,) jest dla
jakiejkolwiek n zerem, to twierdzenie nie potrzebuje dalszego dowodu, dlatego ten
przypadek pozostaje wykluczony.

Liczby 21, x9 itd. tworza ciag liczbowy, poniewaz (A, §1, Def. 1) x4, — 2,
jak wynika z poprzednich réwnari na mocy catkiem elementarnych rachunkéw,
nawet w najbardziej niedogodnym przypadku, a mianowicie gdy wartosci funkcji
dla x,—1,x, itd., x4, —1 wszystkie posiadaja ten sam znak, wraz ze wzrastajaca
n staja sie¢ dowolnie mate. Niech znakiem liczbowym tego ciagu liczbowego bedzie
X; pokaze, ze f(X) jest zerem.

Gdyby nie byto to zerem, to jest to okreslona liczba, ktora nazwe 4e. Tworzy
sie teraz taka wielkos¢ no, ze f(X £n)— f(X) < e (B, §2, Def. 1) oraz bierze n tak
duza, ze xp,ZTn41 itd. r6Znig siec od X o mniej niz 1y, przez co f(X) rozni sie od
f(xn), f(xpy1) itd. o mniej niz e. Wtedy roznica f(x,) — f(2n+,) jest mniejsza od
2¢e. Jesli teraz wezmie sie v tak duza, ze f(x,) oraz f(x,+,) maja przeciwne znaki
(to, ze zawsze mozna to osiagnaé, zostanie pokazane nizej), to jest oczywiste, ze
sama f(x,) jest mniejsza od 2¢, a wiec f(X) jest mniejsza od 3¢, a zatem nie jest
réwna 4e.

6Wydaje sie celowe, nawet kosztem zwiezlosci, wykluczyé w dowodzie przedstawienia geome-
tryczne.
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Gdyby jednak, jakakolwiek wezmie sie liczbe v dla okreslonej n, f (x4, ) utrzy-
mywala zawsze ten sam znak jak przy x,, to niech x,, bedzie ta liczba ciaggu o naj-
mniejszym indeksie, poczawszy od ktoérego znaki funkcji f(x) juz sie nie zmieniaja,
tak, ze pozostaja one takie same dla x,,, ;41 itd. Poniewaz f(z1) oraz f(x2) po-
siadaja przeciwne znaki, wiec m jest rowna co najmniej 2; w konsekwencji f(x,,—1)
oraz f(x,;,) z pewnoscia maja przeciwne znaki. Jesli o oznacza dodatnig lub ujemna
jednostke, w zaleznosci od tego, czy f(xm—1) jest dodatnia, czy ujemna, to przy
tych zalozeniach bedzie

T = Tine1 + @022 i1 = T — @02 Tpnio = Tyng1 — ad27™ itd.

a w konsekwencji

Tty — Tmo1 = —a622™™ (—1+%+%+...+2%).
Wraz ze wzrastajaca p strona prawa, ktora posiada znak «, pozostaje ponizej
kazdego stopnia malosci, tak, ze znak liczbowy X powyzej zbudowanego ciagu
liczbowego bytby rowny doktadnie z,,—1. Ogdlny czton z,, tego szeregu liczbowego
zblizalby sie zatem dowolnie blisko do z,,—_1, a przy tym calkowicie okreslona
wielkos¢ f(x,,—1) miataby znak a, a f(z,) znak przeciwny. Na mocy ciagtosci
f(x) nie jest to mozliwe.

2. Wniosek. Skoro tylko a oznacza dodatnia liczbe catkowita, niebedaca pelnym
kwadratem, to réwnanie 22 —a = 0 nie ma zadnego catkowitego, a w konsekwencji
zadnego wymiernego pierwiastka. Jednak lewa strona ma dla pewnych réznych
wartosci x przeciwne znaki, a wiec rownanie ma pierwiastek niewymierny. Dowodzi
to, ze nie wszystkie znaki liczbowe redukuja sie do liczb wymiernych, lecz ze istniejg
takze liczby niewymierne (A, §5).

3. Twierdzenie. Funkcja f(x), ktora od x = a do x = b jest tego rodzaju, ze
miedzy kazdymi dwiema liczbami z; oraz x9, jakkolwiek blisko siebie wybranymi,
leza tez inne, dla ktorych f(z) posiada rézne znaki, jest nieciagta.

Dowdd. Gdyby byta ona ciagla, to niech ma ona warto$¢ rowna 2e dla ustalonej
wartosci € dla z. Mozna wtedy ustali¢ wielkosé ng tak, ze

f&£n) - 1) <e,

dla kazdej wartosci n ponizej 9. Miedzy © = £ a © = § + g funkcja f(z) zmienia
znak, a wiec musi pomiedzy nimi, dla wartosci x = £+n znikaé¢ (B, § 3, Twierdzenie
2), a wiec f(€) rozni sie od zera najwyzej o €, a zatem nie moze by¢ réwna 2¢.

4. Twierdzenie. Gdy funkcja f(x) ciagla (dla kazdego poszczegdlnego x) od
x = a do x = b nigdy nie jest ujemna, ale jest w tych granicach mniejsza od kazdej
podanej wartodci, to osigga ona takze wartosé zero.

Dowdd. Poniewaz f(x) dla kazdego ustalonego x posiada tez ustalong wartosé,
wiec moze dla takiego x tylko wtedy by¢ mniejsza od kazdej podanej wielkosci,
gdy tam znika. Niech teraz x; oraz zs beda dwiema liczbami tego rodzaju, ze
leza miedzy nimi inne, dla ktoérych f(z) staje sie dowolnie mata; jesli zachowa
sie oznaczenie z dowodu drugiego twierdzenia, a wiec utworzy liczby z3,z4 itd.
poprzez wprowadzone tam formuly rekurencyjne, w ktérych o wyborze pozosta-
wionego nieokreslonym znaku ma jeszcze decydowaé najblizsze otoczenie, to moga
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najpierw x = x3 lub & = x4 itd., = x,, by¢ tymi miejscami, w ktorych f(z) staje
sie dowolnie malta. Wtedy jednak znika ona w tych miejscach, co jest widoczne
z przebiegu owego dowodu i twierdzenie byloby udowodnione. Chodzi zatem je-
dynie o dowod, gdy funkcja nie znika ani dla z3, ani dla x4 itd., jakkolwiek wiele
mozna bytoby tworzy¢ tych liczb.

Liczby x, dla ktorych f(x) staje sie¢ dowolnie mata, sg albo wicksze od z3, albo
mniejsze od x3, albo po czesci wieksze, a po czeéci mniejsze. W pierwszym przy-
padku tworzy sie x4 za pomoca znaku dodatniego, w drugim za pomoca ujemnego,
w trzecim, jak dowolnie zostaje postanowione, za pomoca dodatniego. W podobny
spos6b x5 zostaje utworzone z x4 itd., tak, ze powstaje ciag liczbowy x1,z9 itd.
o znaku liczbowym X; pokaze, ze f(X) jest zerem.

Gdyby nie bylo to zerem, lecz 3¢, to tworzy sie, jak w drugim twierdzeniu, 79
i bierze n tak duza jak tamze, tj. tak duza, ze x,,, x,,+1 itd. r6znia sie o mniej niz ngy
od X. Jedli teraz x,, oraz x,4, sa wartosciami, miedzy ktorymi lezg liczby z, dla
ktorych f(x) staje siec dowolnie malta, np. < e, to f(X), ktora rézni sie o mniej niz
¢ od wszystkich liczb f(z), gdzie X —ng < x < X + 19, moze by¢ rowna najwyzej
2¢, a nie 3¢. Gdyby jednak nie istniala zadna v, gdyby wiec mozna byto od z,, za-
wsze przechodzi¢ do wiekszych lub zawsze do mniejszych wartosci @41, T2 itd.,
to niech x,, bedzie najmniejszym z tych do utworzenia z, ktére, odpowiednio, po-
siadaja mniejsza lub wieksza wartos¢ od poprzedniej; wtedy x,,41, Tmio itd. sa
wszystkie, odpowiednio, wieksze lub mniejsze od x,, i tworza rosnacy lub malejacy
ciagg cztonow, ktore jednak zawsze pozostaja albo ponizej, albo powyzej z,,—1. Za
pomoca takiego samego rachunku jak w odpowiednim przypadku w twierdzeniu
drugim znajduje sie X = x,,_1. Podczas gdy f(X) = f(zm—1) posiada okreslona
warto$¢ 3e, f(x) musiataby by¢ dowolnie mata dla tych wartosci x, ktore leza do-
wolnie blisko z,,_1, a mianowicie pomiedzy X = x,,—1 oraz z,, jakkolwiek duza
wezmie si¢ n. To jednak jest niemozliwe, z uwagi na ciaglosé f(x).

3. Whiosek. Gdy funkcja ciagla (dla wszystkich poszczegolnych wartosci) od
x = a do x = b nie wszedzie ma réwne wartosci, to osiaga ona dla okreslonej
warto$ci  maksimum, jak réwniez minimum.

5. Twierdzenie. Gdy funkcja f(x) ciagta (dla wszystkich poszczegdluych war-
tosci) od = a do x = b nie jest dodatnia jakkolwiek blisko kazdej poszczegolnej
wartosci, ktora lezy miedzy a oraz wymierna lub niewymierna liczba X, gdzie
a < X < b, ale powyzej X jest dodatnia, to f(X) = 0.

Dowdd. Niech x1,z9 itd. bedzie ciagiem liczbowym dla X, ktorego czlony
wszystkie leza ponizej X. Wtedy

F(X) = [f(z1), f(x2) itd.]

nie jest dodatnia; nie moze by¢ ujemna ze wzgledu na ciaglos¢ f(x), poniewaz
wtedy posiadataby okreslona dana rézna od zera warto$é ujemna, podczas gdy
sama f(x), zgodnie z zalozeniem, jest dodatnia dla najmniejszej wartosci, ktora
czyni x wickszym od X. Pozostaje zatem tylko to, ze f(X) jest zerem.

6. Twierdzenie. Funkcja f(x) ciagta (dla wszystkich poszczegdlnych wartosci)
od x = a do x = b jest tez jednostajnie ciagta (B, §3, Def. 1).

Dowdd. Jesli 3¢ oznacza dowolna wielkosé, to istnieje taka liczba, ze od x = a
az do niej f(x) — f(a) jest bezwzglednie < 3e. Wartosé, ktora to zapewnia, jest



[166] Eduard Heine

najwieksza i czyni jednoczesnie zadosé f(x)— f(a)—3e=0. (B, §3, Twierdzenie 5).
Niech ta wartoscia bedzie x;. W podobny sposéb znajduje sie liczbe o, jako
najwieksza, ktora zapewnia, ze od © = z1 do z = x9 zawsze f(z) — f(z1) < 3e.
Postepuje sie w ten sposob dalej; jesli po skoiiczonej liczbie n operacji dojdzie sie
do x,, = b lub wykryje, ze f(x)— f(x,—1) nie przekracza 3¢ od x = x,—1 do x = b,
to twierdzenie jest udowodnione.

Pozostaje jeszcze przypadek, ze nie istnieje zadna taka n, a wiec ze wielkosci
x1, 22 itd. tworza nieskoiiczony ciag wartosci rosnacych, ktore leza ponizej b. Ten
ciag bylby wtedy ciagiem liczbowym, ktérego znakiem liczbowym niech bedzie
X; podkresli¢ nalezy jego wtasnosé, wedle ktorej dla kazdej n zachodzi réwnanie:
f(@ni1) — f(x,) = 3e. Niech teraz ng bedzie liczba o tej wlasnosci, ze f(X) rézni
sie od f(X — 1) o mniej niz ¢, jak dlugo n < 9. Miedzy liczby X — 1 oraz X
moga wpadaé liczby powyzszego ciagu liczbowego x,,, x,11 itd., tak, ze (B, §2,
Whiosek 1) f(2n+1) — f(2,) bylaby mniejsza od 2¢, podczas gdy, z drugiej strony,
musiataby ona by¢ rowna 3e. Lezace u podstaw zalozenie jest zatem niemozliwe,
a zatem funkcja jest jednostajnie ciagta.

Halle, w pazdzierniku 1871.
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