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Georg Cantor
O rozszerzeniu pewnego twierdzenia z teorii
szeregbw trygonometrycznych®

Podam nizej pewne rozszerzenie twierdzenia gloszacego, ze przedstawienia sze-
regdéw trygonometrycznych sa jednoznaczne.
Dowéd tego, ze dwa szeregi geometryczne:

1 1
§b0 + Z(an sinnx + by, cosnz) oraz 51)6 + Z(aﬁl sinnz + b/, cosnzx),

ktore dla kazdej wartoéci x sa zbiezne i majg te sama sume, maja tez identy-
czne wspoélezynniki, przedstawitem w Journal f. d. r. u. angew. Math. 72, s. 139;
w innym miejscu, w notatce, odwotujacej sie do tej pracy, pokazalem dalej, ze
twierdzenie to pozostaje stuszne, gdy dla skonczonej liczby wartosci x zrezygnuje
sie ze zbieznosci lub réwnosci sum szeregow.

Rozwazane tutaj rozszerzenie zasadza sie w tym, ze mozna zrezygnowaé ze
zbieznosci lub réwnosci sum szeregdéw dla nieskoriczonej liczby wartosci x w prze-
dziale (0...(2m)), bez utraty shusznosci twierdzenia.

W tym celu jestem jednak zmuszony przedstawi¢ rozwazania, cho¢ w wiek-
szej czedci tylko w postaci wskazowek, ktére moga stuzyé do tego, aby objasni¢
zwiazki, ktore pojawiaja sie stale, gdy tylko wielkosci liczbowe podane sa w skon-
czonej lub nieskonczonej iloéci; doprowadzi to przy tym do pewnych definicji, ktére
zostana tu ustanowione jedynie dla zapewnienia mozliwie zwieztego przedstawienia
rozwazanego twierdzenia, ktérego dowod bedzie podany w §3.

§1.

Liczby wymierne stanowia podstawe dla ustalenia szerszego pojecia wielkosci
liczbowej; bede je oznaczal jako dziedzine A (z wlaczeniem zera).

Gdy méwie o wielkosci liczbowej w sensie szerszym, to jest tak najpierw w przy-
padku, gdy dany jest przez jakies prawo nieskonczony ciag liczb wymiernych:

Q1,09 Oy e s (1)

*The generalization of a theorem in the theory of trigonometric series
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ktéry ma te wlasnosé, ze réznica apym — @y przy zmiennej n staje sie nieskonczenie
mala, jakakolwiek jest dodatnia liczba catkowita m, lub innymi stowy, ze dla dowol-
nej (dodatniej, wymiernej) ¢ istnieje taka liczba catkowita ni, ze |apm — an| < €,
gdy n > nq, zas m jest dowolng dodatnia liczba catkowita.

Te wlasnosé ciagu (1) wyrazam stowami: ,,Cigg (1) ma okreslong granice b”.

Stowa te nie maja wiec na razie zadnego innego sensu jak ten, ktory jest
wyrazeniem owe]j wlasnosci ciagu, a z warunku, ze taczymy z ciagiem (1) szczeg6lny
znak b, wynika, iz dla réznych tego rodzaju ciagéw tworzy¢ tez nalezy rézne znaki
b, v, b".

Jesli dany jest drugi ciag:

ay,ab,...,al, ..., (1)

ktéry ma okreslona granice b', to okazuje sie, ze oba ciagi (1) i (1’) pozostaja do
siebie w jednej z 3 zaleznodci, ktére nawzajem sie wykluczaja:

1. a, — al, staje sie nieskoniczenie mala wraz ze wzrastajaca n, lub

2. a, — a, pozostaje, poczawszy od pewnej n, stale wigksza od dodatniej
(wymiernej) wielkosci €, lub

3. a, — al, pozostaje, poczawszy od pewnej n, stale mniejsza od ujemnej
(wymiernej) wielkosci —e.

Gdy ma miejsce pierwsza zaleznosé, to przyjmuje
b=10,

przy drugiej przyjmuje b > b’ a przy trzeciej b < b'.
Podobnie okazuje sie, ze ciag (1), ktéry ma granice b, pozostaje z liczba
wymierna a tylko w jednej z nastepujacych 3 zalezno$ci.

1. a, — a staje si¢ nieskonczenie mala wraz ze wzrastajaca n, lub

2. an — a pozostaje, poczawszy od pewnej n, stale wicksza od dodatniej
(wymiernej) wielkosci e, lub

3. a, — a pozostaje, poczawszy od pewnej n, stale mniejsza od ujemnej
(wymiernej) wielkosci —e.

Aby wyrazi¢ zachodzenie tych zalezno$ci, piszemy odpowiednio:
b=a, b>a, b<a.

Z tych oraz kolejnych definicji otrzymuje sie jako wniosek, ze gdy b jest granica
ciagu (1), a nastepnie b — a,, wraz ze wzrastajaca n staje sie nieskonczenie mala,
to okreslenie ,granica ciagu (1)” na b znajduje ubocznie pewne uzasadnienie.

Ogél wielkosci liczbowych b bede oznaczal przez B.

Za pomoca powyzszych ustalen elementarne operacje, ktére byly przyjete dla
liczb wymiernych daja sie rozszerzy¢ na obie dziedziny A oraz B razem wziete.
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Jedli mianowicie b, b/, b sg trzema wielkoSciami liczbowymi z B, to wzory:

b:t b/ — b/l7 bbl — b//7 g — bl/

wyrazaja to, ze pomiedzy ciggami odpowiadajacymi liczbom b, o', b”:

al,ag, ...
!/ !/
al,az,...
1 1
a1,Q9,...

zachodza, odpowiednio zaleznosci:

lim(a, £a), —al) =0,

lim(anal, —all) =0

lim(Z—Z —al’) =0,
gdzie, na mocy poprzednich wyjaénien nie musze wchodzi¢ blizej w znaczenie znaku
lim. Podobne definicje podaje sie dla przypadku, gdy jedna lub dwie z tych trzech
liczb nalezy do dziedziny A.

W ogélnoéci kazde réwnanie
FO,V,...bP)=0

utworzone poprzez zastosowanie skonczonej liczby operacji elementarnych bedzie
dawalo wyraz okreslonej zaleznosci, zachodzacej miedzy ciagami, ktére sa wyzna-
czone przez liczby b, b, ... b,

Dziedzina B wyprowadzona byla z dziedziny A; teraz w analogiczny sposob
wytwarza ona, wspoélnie z dziedzing A, nowa dziedzing C.

Jesli dany jest nieskonczony ciag:

bi,bo, .. by, (2)

wielkosci liczbowych z dziedzin A oraz B, ktére nie naleza wszystkie do dziedziny
A oraz jezeli ciag ten ma te wlasnosé, ze by, — b, Wraz ze wzrastajaca n staje sie
nieskonczenie mala, jakakolwiek jest m, a wiec wlasnoéé, ktéra na mocy poprzed-
nich definicji jest czyms$ caltkowicie okre$lonym, to mowie o takim ciagu, iz ma on
okreslong granice c.

Wielkosci liczbowe ¢ konstytuuja dziedzine C.

Definicje réwnosci, wiekszosci oraz mniejszoéci, jak tez operacje elementarne
zaréwno miedzy wielkoSciami ¢, jak réwniez miedzy nimi oraz wielko$ciami z B
oraz A podaje sie w analogiczny sposéb jak poprzednio.

LGdy np. réwnanie pu-tego stopnia f(x) = 0 ze wspélczynnikami catkowitoliczbowymi posiada
pierwiastek rzeczywisty w, to znaczy to w ogdlnosci nic innego niz to, ze dany jest ciag

a1,a2,...,0n;...
o wilasnosci ciggu (1), dla ktérego granica wybrany jest znak w i ktéry ma poza tym wlasnosé

lim f(an) = 0.
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Podczas gdy dziedziny B oraz A maja sie tak do siebie, ze choé¢ kazde a
przyporzadkowane jest pewnemu b, ale nie kazde b przyporzadkowane moze by¢
jakiemu$ a, to okazuje si¢, ze zaréwno kazde b moze zostaé przyporzadkowane
pewnemu c, jak i kazde ¢ moze zostaé¢ przyporzadkowane pewnemu b.

Chociaz dziedziny B oraz C' poniekad nawzajem sie pokrywaja, jest istotne
w przedstawionej tu teorii (w ktérej wielkosé liczbowa wystepuje najpierw w ogdl-
noéci bezprzedmiotowo, jedynie jako czes¢ skladowa twierdzen, ktérym przydaje
sie przedmiotowosci, np. twierdzeniu, ze stosowny ciag ma te wielkos¢ liczbowa jako
granice), aby trzymac sie pojeciowego rozréznienia pomiedzy obydwiema dziedz-
inami B oraz C, przy czym nawet przyréwnanie dwoch wielkosci liczbowych b,
b z B nie pociaga za sobg ich identycznosci, lecz wyraza tylko pewna okreslong
relacje, zachodzaca pomiedzy ciggami, do ktérych one si¢ odnosza.

7 dziedziny C wyprowadza si¢, analogicznie jak poprzednio, dziedzine D, z tej
dziedzing E, itd.; poprzez A takich przej$é (gdzie przejscie od A do B uwazam
za pierwsze) dochodzi sie do dziedziny wielkosci liczbowych L. Rzecz przedstawia
sie tak samo, gdy mysli sie o tancuchu definicji dla réwnosci, wiekszosci 1 mniej-
szo$ci oraz operacji elementarnych jako o przenoszonych na dziedzine z dziedziny
poprzedniej, z wyjatkiem A, w ten sposéb, ze wielko$¢ liczbowa | zawsze moze
zostaé¢ przyréwnana do jednej z wielkosSci k,1, ..., c, b oraz na odwrot.

Wyniki analizy (pomijajac nieliczne znane przypadki) daja sie sprowadzié¢ do
postaci takich przyréwnan, chociaz (co tutaj moze opiera¢ sie tylko na owych
wyjatkach) pojecie liczby, tak jak daleko jest tu rozwinigte niesie w sobie zalazek
koniecznego samego w sobie i absolutnie nieskoniczonego rozszerzania.

Wydaje sie wlasciwe, gdy dana jest wielko$¢ liczbowa w dziedzinie L, postugi-
waé sie wyrazeniem: jest ona dana jako wielko$é liczbowa, wartos$¢é lub granica
A-tego rodzaju, z czego jest widoczne, ze w ogdlnosci w tym samym znaczeniu
postuguje sie stowami wielko$¢ liczbowa, wartosé oraz granica.

Réwnanie F(1,1',...,1%) = 0 dane poprzez skoticzong liczbe operacji elemen-
tarnych na liczbach 1,1',...,1() jawi sie w nakreslonej tu teorii dokladnie, jako
wyrazenie dla okreslonej zaleznosci pomiedzy p+ 1, w ogolnosci A-krotnie nieskon-
czonych, ciggow liczb wymiernych; sa to ciagi, ktore wychodza od ciagdéw prosto
nieskoriczonych, z ktérymi najpierw wiazg sie wielkoéci 1,1’ ... .1 a gdy zastapi
sie w nich elementy poprzez stosowne ciagi, to powstale, w ogdlnosci dwukrotnie
nieskoniczone ciagi sa traktowane podobnie i proces ten jest prowadzony tak diugo,
az widzi sie przed soba tylko liczby wymierne.

Zastrzegam sobie, by do wszystkich tych zwiazkéw powrocié bardziej szcze-
gélowo w innym miejscu. Nie ma tu réwniez miejsca na to, aby zaglebiaé sie w to,
jak wprowadzone w tym § ustalenia oraz operacje moga stuzy¢ potrzebom analizy
infinitezymalnej. Takze w tym co nastepuje, gdzie przedstawiony zostanie zwiazek
wielkoéci liczbowych z geometrig linii prostej, ograniczam sie nieomal wytacznie
do koniecznych twierdzen, z ktorych, o ile sie nie myle, cala reszta moze zostaé
wyprowadzona za pomocg czysto logicznych érodkéw dowodowych. Dla poréwna-
nia z § 1 oraz § 2 niech zostanie przywolana ksiega 10 ,Elementéw Euklidesa”,
ktéra pozostaje miarodajna dla przedstawionego tam przedmiotu.
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§2.

Punkty linii prostej sa pojeciowo okreslone przez to, ze podaje si¢, w lezacej
u podstaw jednostce miary, ich odciete, ich odleglosci od ustalonego punktu o linii
prostej, ze znakiem + lub —, w zaleznosci od tego, czy rozwazany punkt lezy
w (wezesniej ustalonej) dodatniej lub ujemnej czesci prostej.

Jesli ta odleglos¢ jest w stosunku wymiernym do jednostki miary, to bedzie
ona wyrazona przez wielko$¢ liczbowa z dziedziny A; w innych przypadkach, gdy
punkt jest na przyklad znany na mocy jakiejs konstrukcji, zawsze mozliwe jest
podanie ciagu:

a1,02;...,0n,. .., (1)

ktéry ma wlasnoéé wyrazona w §1 oraz pozostaje w takim zwiazku do rozwazanej
odlegtosci, ze punkty linii prostej, ktoére otrzymuja odleglosci aq,as,...,an,...
wraz ze wzrastajaca n, zblizaja sie nieskonczenie do owego okreslonego punktu.

Wyrazamy to w ten sposéb, ze méwimy: Odleglosé rozwazanego punktu od
punktu o réwna jest b, gdzie b jest wielkoScia liczbowa odpowiadajaca ciagowi (1).

Nastepnie dowodzi sie, ze wiekszosé, mniejszosé¢ oraz réwnosé znanych odlegto-
$ci pozostaje w zgodzie ze zdefiniowanymi w § 1: wigkszoscia, mniejszoscia oraz
rownoscia odpowiednich wielko$ci liczbowych, ktére podaja odleglosci.

To, ze réwniez wielkoéci liczbowe z dziedzin C, D, . .. sa w stanie okrela¢ znane
odlegloéci, otrzymuje si¢ bez trudnosci. Aby jednak uczynié¢ pelnym przedstawiony
w tym § zwiazek dziedzin wielkoéci liczbowych zdefiniowanych w § 1 z geometria
linii prostej, nalezy tylko dodaé¢ aksjomat, ktéry polega po prostu na tym, ze takze
na odwrét, kazdej wielkosci liczbowej odpowiada ustalony punkt prostej, ktorego
wspoélrzedna jest réwna owej wielkosci liczbowej, i to réwna w tym sensie, jaki
zostal objasniony w niniejszym §2.

Nazywam to twierdzenie aksjomatem, poniewaz w jego naturze lezy to, iz nie
jest ono w ogdlnosci dowodliwe.

Poprzez 6w aksjomat uzyskuje sie pewna przedmiotowos¢ wielkosci liczbowych,
od ktorej jest on jednak catkiem niezalezny.

Zgodnie z powyiszym traktuje punkt prostej jako okreslony, gdy jego odlegtosé
od o, zaopatrzona w przynaleiny znak, jest dana jako wielkosé liczbowa, warto$é
lub granica A-tego rodzaju.

Chcemy teraz, zblizajac si¢ do naszego wlasciwego przedmiotu rozwazan, oméd-
wié zaleznodci, ktore wystepuja, gdy tylko wielkosci liczbowe dane sa w skonczonej
lub nieskonczonej liczbie.

Na mocy poprzednio powiedzianego mozna mysle¢ o wielkosciach liczbowych
jako przyporzadkowanych punktom prostej. Dla pogladowosci (choé nie nalezy to

2Do kazdej wielkoéci liczbowej przynalezy zatem okre$lony punkt, jednemu punktowi jest
jednak przyporzadkowanych niezliczenie wiele réwnych wielkosci liczbowych jako wspéirzednych
w powyzszym sensie; gdyz z czysto logicznych powodéw wynika, jak juz to wyzej zaznaczano, ze
réwnym wielko$ciom liczbowym nie moga odpowiadaé¢ rézne punkty oraz ze nieréwnym wielko-
$ciom liczbowym jako wspélrzednym nie moze by¢é przyporzadkowany jeden i ten sam punkt.
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do istoty rzeczy) postugujemy sie tym przedstawieniem w dalszym ciggu i gdy
moéwimy o punktach mamy zawsze przed oczyma wartosci, przez ktére sa one
podane.

Dang skoriczona lub nieskonczong liczbe wielkosci liczbowych nazywam dla
zwiezlosci zbiorem wartosci, a odpowiednio, dana skonczong lub nieskonczong
liczbe punktéw prostej nazywam zbiorem punktéw. To, co w dalszym ciagu zostanie
powiedziane o zbiorach punktéow, mozna, zgodnie z powiedzianym, przettumaczy¢
bezpoérednio na zbiory wartosci.

Gdy w skoniczonym przedziale dany jest zbior punktéw, to w ogdlnoséci dany
jest wraz z nim drugi zbiér punktéw, a w ogélnosci wraz z nim trzeci zbiér punktow,
itd., ktére sa istotne dla pojmowania natury pierwszego zbioru punktow.

Aby zdefiniowaé¢ te pochodne zbiory punktow, trzeba najpierw wprowadzié
pojecie punktu granicznego zbioru punktow.

Przez punkt graniczny zbioru punktéw P rozumiem punkt prostej, w takim
polozeniu, ze w kazdym jego otoczeniu znajduje sie nieskornczenie wiele punktow
z P, przy czym moze sie zdarzy¢, ze ponadto on sam nalezy do tego zbioru. Przez
otoczenie punktu niech bedzie tu rozumiany kazdy przedzial, ktéry zawiera ten
punkt w swoim wnetrzu. Nastepnie tatwo udowodnié, ze zlozony z nieskonczonej
liczby punktéw zbior punktéw zawsze ma co najmniej jeden punkt graniczny.

Dla kazdego punktu prostej jest w pelni okreslone, czy wzgledem danego zbioru
punktéw P jest on jego punktem granicznym czy tez takim nie jest, a stad wraz ze
zbiorem punktéw P podany jest pojeciowo zbior jego punktéw granicznych, ktory
bede oznaczal przez P’ oraz nazywal pierwszym pochodnym zbiorem punktéw dla P.

Jesli zbiér punktéw P’ nie sklada si¢ z jedynie skonczonej liczby punktéw,
to ma on réwniez pochodny zbiér punktéw P, nazywam go drugim pochodnym
zbiorem dla P. Poprzez v takich przejs¢ tworzy sie pojecie v-tego pochodnego
zbioru punktéw P®) dla P.

Jedli, dla przykladu, zbiér P sklada sie ze wszystkich punktéw prostej, ktorym
odpowiadaja odciete wymierne pomiedzy 01 1, z wlaczeniem lub nie granic, to zbior
pochodny P’ sklada sie ze wszystkich punktéw przedziatu (0...1), z wlaczeniem
granic 0 oraz 1. Nastepne zbiory P”, P"',... pokrywaja si¢ z P’. Albo, jesli zbiér
P sklada si¢ z punktéw, ktorym odpowiadaja odciete 1, %, %, ceey %, ..., to zbidr
P’ sklada sie z jednego punktu 0 i sam nie ma zadnego zbioru pochodnego.

Moze si¢ zdarzy¢, a jest to przypadek, ktéry wylacznie nas tu interesuje, ze
po v przejéciach zbiér P(*) sklada sie ze skoniczonej liczby punktéw, a stad sam
nie ma pochodnej; w tym przypadku chcemy nazywaé wyjsciowy zbiér P zbiorem
v-tego rodzaju, z czego wynika, ze P', P"”, ... sa wtedy, odpowiednio, v — 1-ego,
v — 2-ego,. .., rodzaju.

Przy tym sposobie pojmowania dziedzina wszystkich zbiorow punktéw okreslo-
nego rodzaju bedzie zatem traktowana, jako szczegdlny typ wewnatrz dziedziny
wszystkich do pomyslenia zbioréw punktéw, w ktérym to typie tak zwane zbiory
punktéw v-tego rodzaju tworza rodzaj szczegdlny.

Przyktadu zbioru punktéow v-tego rodzaju dostarcza juz jeden jedyny punkt,
gdy jego odcieta jest dana jako wielko$¢ liczbowa v-tego rodzaju, ktora czyni zado$é
pewnym, latwym do ustalenia warunkom. Jesli mianowicie roztozy sie te wielkosé
liczbowg na czlony (v — 1)-ego rodzaju w odpowiadajacym jej ciagu, te czlony
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znowu na konstytuujace je czlony (v — 2)-ego rodzaju, itd., to otrzyma si¢ w konicu
nieskoniczona liczbe liczb wymiernych; jesli pomyéli si¢ o odpowiadajacym tym
liczbom zbiorze punktéw, to jest on sam v-tego rodzajus.

Po tych przygotowaniach jesteSmy teraz w stanie w nastepnym § krétko podaé
oraz udowodnié¢ rozwazane twierdzenie.

§3.

TWIERDZENIE. Jesli dane jest rownanie o postaci:
0=Co+C1+...+Cp +..., T

gdzie Cy = %do; C,, = cpsinnx +d, cosnz, dla wszystkich wartosci x z wyjgtkiem
tych, ktore odpowiadajg punktom danego w przedziale (0. .. (27)) zbioru punktéw
P v-tego rodzaju, przy czym v oznacza dowolnie duiq liczbe calkowitq, to

do =0, cn=d,=0.

Dowéd: Jak bedzie widoczne w toku dowodu, gdy mowa o P, to nie mamy przed
oczyma jedynie podanego zbioru v-tego rodzaju punktéw wyjatkowych w przedzia-
le (0...(2m)), lecz ten zbidr, ktéry powstaje z owego podanego przez periodyczne
powtorzenie na calej nieskonczonej linii proste;j.
Rozwazmy teraz funkcje
xx Co Cn
Flo)=Cp— —-Cy — ——...— — — ...
(z) 079 ! 4 nn
Z natury zbioru punktéw v-tego rodzaju wynika latwo, ze musi istnie¢ przedziat
(a...B), wktérym nie lezy zaden punkt zbioru P; dla wszystkich wartosci  w tym
przedziale, wobec zbieznosci naszego szeregu (I) bedzie zatem

lim (e, sin na + d,, cosnx) = 0,
a stad zgodnie ze znanym twierdzeniem (patrz: Math. Ann. Bd. IV, s. 139):
lime, =0, limd, =0.

Funkcja F(r) ma zatem (patrz: Riemann, Uber die Darstellbarkeit einer Funktion
durch eine trigonometrische Reihe, §8) nastepujace wlasnosci:

1. jest ona ciagta w poblizu kazdej wartosci x,

2. lim Hete)tFle—a)=2F(@) _ o ody lima = 0, dla wszystkich wartosci z

(6707
z wyjatkiem wartosci, odpowiadajacych punktom ze zbioru P,

3. lim F(z+oa)+F(z—a)—2F(

2) — 0, gdy lim o« = 0, dla kazdej bez wyjatku wartosci
x.

3To, ze nie zawsze jest to ten przypadek, zastuguje moze jeszcze na wyrazne podkredlenie.
W ogélnosci, zbiér punktéw wyprowadzony na 6w sposéb z wielkosci liczbowej v-tego rodzaju
moze by¢ réwnie dobrze mniejszego lub wickszego rodzaju od v-tego, a moze i catkiem nie byé
okreslonego rodzaju.
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Pokaze teraz, ze F(x) = cx + ¢. W tym celu rozwazam najpierw dowolny
przedzial (p...q), w ktérym lezy tylko skoriczona liczba punktéw ze zbioru P;
niech tymi punktami beda xg,x1,...,x,, wypisane wedle ich nastepowania po
sobie.

Twierdze, ze F(x) jest liniowa w przedziale (p...q); na mocy wlasnosci 1 oraz
2 F(x) jest bowiem funkcja liniowa w kazdym przedziale, na ktére podzielony
zostanie (p. .. q) poprzez punkty zo, 1, . . ., Z,; poniewaz w zadnym z tych przedzia-
6w nie leza punkty wyjatkowe, wiec zachodza tu wnioski otrzymane w mojej
rozprawie (patrz: Journal f. d. r. u. angew. Math. Bd. 71, s. 139); pozostaje za-
tem wykazaé¢ identycznosé tych funkcji liniowych.

Uczynie to dla kazdych dwoch sasiednich przedziatow i wybieram w tym celu
te funkcje w obu przedzialach (xq...x1) oraz (xj ...x2).

W (z¢...21) niech F(z) = kz + 1.

W (21 ...22) niech F(z) =k'z+1'.

Ze wzgledu na 1 jest F(xz1) = ka1 + I; dalej, dla wystarczajaco malej wartosci

Flx1+a)=K(r1+a)+1; Flxy —a)=k(z; —a)+1.
Ze wzgledu na 3 mamy zatem:

! _ ! _ ! _
m(k e+l =1+ ok —k)
a

li =0, dlalima =0,

co nie moze by¢ niczym innym, jak przypadkiem gdy:
k=K, 1=1.

Dla przejrzystosci chcemy szczegoélnie podkresli¢ ten wynik:

(A) ,Jesli (p...q) jest jakimkolwiek przedzialem, w ktérym lezy tylko skori-
czona liczba punktéw zbioru P, to F(x) jest w tym przedziale liniowa”.

Dalej rozwazam jakikolwiek przedzial (p’...¢'), ktéry zawiera tylko skon-
czona liczbe punktéw xf, 2, . .., x, pierwszej pochodnej P’ i twierdze najpierw, ze
w kazdym z przedzialéw czeéciowych, na ktére (p'...q") jest podzielony poprzez
punkty x(,z}, ... funkcja F(z) jest liniowa, np. w (z(...2}).

| | | |
[ [ [ [

o p Zo Ty q

Poniewaz kazdy z tych przedzialéw czeSciowych zawiera wprawdzie w ogélnosci
nieskoniczenie wiele punktéw z P, wiec wynik (A) nie znajduje w nim bezposrednio
zastosowania; natomiast kazdy przedzial (s...t), ktéry calkowicie wpada wewnatrz
(xf, ... 2}) zawiera tylko skonczenie wiele punktéw z P’ (gdyz w przeciwnym razie
miedzy z(, a x] wpadalyby jeszcze inne punkty zbioru P) i funkcja F(x) jest, na
mocy (A), liniowa w (s...t). Jako ze mozna punkty konicowe s oraz ¢ przesunaé
nieskoriczenie blisko do punktéw z( oraz z}, zostaje rozstrzygniete, ze funkcja
ciagla F(z) tez jest liniowa w (z(...x}).

Gdy jest to udowodnione dla kazdego z przedzialéw czeSciowych (p'...¢")
otrzymuje sie, poprzez te same wnioski, ktére dawaly wynik (A), co nastepuje:



O rozszerzeniu pewnego twierdzenia z teorii szeregéw trygonometrycznych [177]

(A ,Jesli (p'...q") jest jakimkolwiek przedzialem, w ktorym lezy tylko skori-
czona liczba punktéw z P’, to F(x) jest w tym przedziale liniowa.

Dowéd postepuje dalej w taki oto sposéb. Jesli ustalono, zZe F(x) jest funkcja
lintowg w jakimkolwiek przedziale (p(k)...q(k)), ktory zawiera tylko skonczong
liczbe punktéw z k-tego zbioru pochodnego P%) dla zbioru P, to uzasadnia sie
dalej tak samo jak przy przejsciu od (A) do (A'), ze F(x) jest funkcjg liniowq takze
w jakimkolwiek przedziale (p(k“) . q(’““)), ktory zawiera w sobie tylko skoniczong
liczbe punktéw z k + 1-ego zbioru pochodnego P*+Y) dla zbioru P.

Whioskujemy tak poprzez skoniczong liczbe przej$é, ze F'(x) jest liniowa w kaz-
dym przedziale, ktéry zawiera tylko skoriczona liczbe punktéw ze zbioru P*).
Zbiér P jest teraz jednak v-tego rodzaju, jak zalozono, a stad catkiem dowolnie
waziety z prostej przedzial (a...b) zawiera tylko skoficzenie wiele punktéw z P*).
A zatem F'(z) jest liniowa w dowolnie wzigtym przedziale (a...b), a z tego wynika,
jak latwo widaé, ze F'(x) jest postaci: F(z) = cx + ¢ dla wszystkich wartosci x.
Gdy to juz uczyniono, dowod przebiega dalej od tego momentu mianowicie w ten
sposob, jak w cytowanej juz dwukrotnie rozprawie, gdzie rowniez dowodzi sie, ze
F(z) ma postaé liniowa.

Udowodnionemu tu twierdzeniu mozna tez nadac¢ nastepujace sformulowanie:

»Funkcja nieciggla f(z), ktéra dla wszystkich wartosci x, ktore odpowiadajg
punktom zbioru punktéw P v-tego rodzaju danego w przedziale (0...(27)), jest
rézna od zera lub nieokreslona, lecz jest rowna zero dla wszystkich pozostalych
warto$ci x, nie moze zostac przedstawiona poprzez szereg trygonometryczny.

Halle, 8 listopada 1871.
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