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Nota o Uber die Ausdehnung eines Satzes aus
der Theorie der trigonometrischen Reihen Georga
Cantora*

Cantor rozpoczynal kariere matematyczna na Uniwersytecie Berlinskim, bedac
pod wplywem Kroneckera, Kummera i Weierstrassa. W roku 1869 objal stanowisko
Privatdozenta na Uniwersytecie w Halle i tam przedlozyl rozprawe habilitacyjna.
W tym okresie zajmowal si¢ teoria liczb.

W Halle, za namowa Heinego, zainteresowal si¢ analiza matematyczna i sze-
regami trygonometrycznymi. Juz w roku 1870 osiagnal istotny wynik, udowodnit
mianowicie twierdzenie: Jezeli funkcje rzeczywistq f(x) mozna przedstawié w posta-
ci szerequ trygonometrycznego zbieinego dla kazdej wartosci x, to przedstawienie
to jest jednoznaczne. W kolejnych pracach rozwazal funkcje, dla ktoérych przedsta-
wienie w postaci szeregu trygonometrycznego zachodzi poza pewnymi zbiorami,
najpierw skonczonymi, pozniej nieskonczonymi. To doprowadzilo go do pojecia
punktu granicznego (punktu skupienia — we wspélczesnej nomenklaturze) oraz po-

chodnej zbioru®.

1. Praca Uber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen
Reihen zostata opublikowana w roku 18722. Cantor dowodzi w niej nastepujacego
twierdzenia:

,Jesli dane jest rownanie postaci:
(I) 0=Co+C1+...4Cr+ ...,

gdzie Cy = %do; Cy, = cp sinnx +d, cos nx, dla wszystkich wartosci x z wyjatkiem
tych, ktére odpowiadaja punktom danego w przedziale (0. .. (27)) zbioru punktéw
P v-tego rodzaju, przy czym v oznacza dowolnie duza liczbe catkowita, to

do=0, ¢,=d,=0".

*Note on Georg Cantor’s Uber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonome-
trischen Reihen

1Zob. J. Dauben, Georg Cantor. His mathematics and philosophy of the infinite, Princeton
Univeristy Press, Princeton 1990, ss. 30-37.

2G. Cantor, Uber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen Reihen,
Mathematische Annalen 5, 1872, 123-132, dalej cytowana za G. Cantor, O rozszerzeniu pewne-
go twierdzenia z teorii szeregéow trygonometrycznych, ttumaczenie J. Pogonowski, w niniejszym
tomie.
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Pojecie zbioru v-tego rodzaju oparte jest na pojeciu punktu granicznego. Od-
powiednie definicje podane sa w nienumerowanej czesci artykutu — interludium
miedzy drugiem a trzecim paragrafem. Czytamy tam:

,Przez punkt graniczny zbioru punktow P rozumiem punkt prostej tak potozo-
ny, ze w kazdym jego otoczeniu znajduje si¢ nieskonczenie wiele punktow z P,
przy czym moze si¢ zdarzyé¢, ze ponadto on sam nalezy do tego zbioru. Przez
otoczenie punktu niech bedzie tu rozumiany kazdy przedzial, ktéry zawiera ten
punkt w swoim wnetrzu. [...] Dla kazdego punktu prostej jest w pelni okreslone,
czy wzgledem danego zbioru punktéow P jest on jego punktem granicznym czy tez
takim nie jest, a stad wraz ze zbiorem punktéw P podany jest pojeciowo zbiér
jego punktéw granicznych, ktéry bede oznaczal przez P’ oraz nazywal pierwszym
pochodnym zbiorem punktéw dla P. Jedli zbiér punktéw P’ nie sktada si¢ z jedynie
skoriczonej liczby punktéw, to ma on réwniez pochodny zbiér punktéw P”, na-
zywam go drugim pochodnym zbiorem dla P. Poprzez v takich przejs¢ tworzy sie
pojecie v-tego pochodnego zbioru punktéw P®*) dla P”.

Definicje te traktuja — jak widzimy — o podzbiorach prostej, ale w rozpra-
wie i ogdlniej XIX-wiecznej analizie matematycznej w ogdle, linia prosta nie by-
la jasno zdefiniowanym obiektem. Zapoczatkowany przez Weierstrassa program
arytmetyzacji analizy postulowal wyeliminowanie z dowodéw odwotan do intuicji
geometrycznych, co sprowadzalo sie do tego, ze nalezalo przyjmowaé tylko wprost
sformulowane wlasnosci liczb rzeczywistych, a liczby te winny by¢ definiowane na
gruncie arytmetyki liczb wymiernych®. W omawianej rozprawie my$l ta jest reali-
zowana w zawilty sposéb. Ot6z w § 1 Cantor konstruuje liczby rzeczywiste, za§ w § 2
ustanawia bijekcje miedzy linia prosta i osig liczb rzeczywistych. Skoro jednak pro-
sta — powtérzmy — nie jest zdefiniowana, wywdd ten z koniecznoéci jest niejasny
(zob. nizej punkt 4). Wiecej, nie jest on nawet potrzebny. Opowie$é o podzbiorach
prostej jest tylko parafraza powodowana wymogiem poglgdowosci i Cantor pisze
o tym wprost:

,Na mocy tego, co poprzednio powiedziano mozna mysle¢ o wielkosciach liczbo-
wych [tj. liczbach rzeczywistych — P.B.] jako przyporzadkowanych punktom pro-
stej. Dla pogladowosci (cho¢ nie nalezy to do istoty rzeczy) poslugujemy sie tym
przedstawieniem w dalszym ciggu i gdy méwimy o punktach mamy zawsze przed
oczyma wartosci, przez ktére sg one podane”.

W istocie wiec punkt graniczny, otoczenie punktu, przedzial, zbior P i jego
kolejne pochodne sa definiowane na osi liczb rzeczywistych, tak jak we wspolcze-
snych wykladach topologii*. Z matematycznego punktu widzenia wywéd Cantora
z §2 jest wiec zbedny. Oceniajac go natomiast z perspektywy historycznej, sta-
nowi on ciekawe swiadectwo rachunku rézniczkowego z okresu ksztaltowania sig
programu arytmetyzacji. Cantor, podobnie jak Dedekind w Stetigkeit und irratio-
nale Zahlen®, postuguje sie linia prosta niczym drabing, ktéra pozwala mu wspiaé

3Zwiezly charakterystyke tego programu przedstawit F. Klein w artykule The arithmetizing
of mathematics, Bull. Amer. Math. Soc. 2(8), 1896, 241-246. Zob. takze nizej pkt. 3.3.

4Zob. K. Kuratowski, Wstep do teorii mnogosci i topologii, PWN, Warszawa 1973, s. 136 oraz
R. Engelking, Topologia ogdlna, t. I, PWN, Warszawa 1989, s. 40; zob. takze nizej pkt. 3.

5R. Dedekind, Stetigkeit und irrationale Zahlen, Braunschweig 1872.
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si¢ na wyzsze pietra abstrakcji. Ale droga abstrakcji prowadzi tylko w jedng strone
i z chwila osiagniecia poziomu liczb rzeczywistych linia prosta zostaje odrzucona
jako dalej bezuzyteczna. Z czasem, gdy Pasch i Hilbert zaczna budowaé¢ nowocze-
sng geometrie, cigglodé liczb rzeczywistych stanie sie aksjomatem geometrii i linia
prosta zostanie scharakteryzowana jako ciaglta w sensie ustalonym przez Dedekinda
i Cantora®.

W niniejszej nocie zostang omowione dwa pierwsze paragrafy rozprawy. Trak-
tuja one o konstrukcji liczb rzeczywistych oraz zwiazku miedzy liczbami rzeczywi-
stymi a linig prosta. Zaczniemy od konstrukcji, nastepnie szerzej oméwimy zagad-
nienie zupelnosci liczb rzeczywistych, a w ostatnim punkcie zostana skomentowane
Cantora préby ustalenia zwiazku miedzy linig prosta a osig liczb rzeczywistych.

2. Wspolczesnie konstrukcje Cantora przedstawia sie jak nastepuje. W punkcie
wyjécia przyjmowane jest cialo liczb wymiernych (Q, +,-,0, 1, <). Nastepnie roz-
wazany jest zbior ciagéw spelniajacych warunek Cauchy’ego, C, w ktérym zadana
jest relacja réownowaznosci: (a,) = (b,), gdy lim, o (an — b,) = 07. Dzialania na
klasach abstrakeji definiowane sa po wspdlrzednych, np. [(an)]+[(bn)] = [(an +0b4)],
za$ porzadek [(a,)] < [(bn)] zachodzi wtedy, gdy dla pewnego ¢ nalezacego do
Q4 istnieje taki indeks k, ze dla n > k jest a, + ¢ < b,. Klasy ciagéw stalych
[(a,a,a,..)], dla a € Q, reprezentuja w nowej strukturze liczby wymierne. Liczby
rzeczywiste R sa definiowane jako zbiér ilorazowy C/=. Pokazuje sig, ze struktura
(R,+,-,0,1,<) jest cialem uporzadkowanym w sposéb ciagly.

Oryginalna konstrukcja Cantora tylko w ogélnym zarysie przypomina jej wspot-
czesna wersje. W rozprawie, po pierwsze, liczby wymierne nie sa wprost scharak-
teryzowane, nie mozna tez wskaza¢ niejawnie przyjmowanych zalozen, bo z uwagi
na deklarowana szkicowo$¢é —  jestem jednak zmuszony przedstawi¢ rozwazania,
cho¢ w wigkszej czesci tylko w postaci wskazéwek” — wszystkie obliczenia zosta-
ly pominiete. Wiemy natomiast, ze rozwijajac teorie ciggdéw Cauchy’ego Cantor
musial zalozy¢é — wprost lub implicite — ze liczby wymierne stanowia cialo upo-
rzadkowane. Po drugie, Cantor nie zna jeszcze techniki zbioréw ilorazowych i nie
postuguje sie relacja réwnowaznosci to zas prowadzi do pewnych trudnoéci mate-
matycznych oraz powaznych watpliwosci filozoficznych. Po trzecie, charakteryzujac
liczby rzeczywiste Cantor wskazuje zupelnosé w sensie Cauchy’ego, a wiec tylko
pot aksjomatu cigglosci: pelny aksjomat ciaglosci jest, jak wiemy, koniunkcja zu-
petnosci i aksjomatu Archimedesa®.

Przyjrzymy sie szczegélom.

2.1. Konstrukcje otwiera definicja ciagu Cauchy’ego®.

,Gdy moéwie o wielkoéci liczbowej w sensie szerszym, to jest tak najpierw w przy-

6Zob. M. Pasch, Vorlesungen diber neuere Geometrie, Leipzig 1882, D. Hilbert, Grundlagen
der Geometrie, Leipzig 1899.

"Dla zachowania czystosci metody, aby pozostaé w obrebie arytmetyki liczb wymiernych,
w znanej definicji granicy w miejsce warunku Ve > 0 nalezy przyjaé Ve € Q.

8Zob. P. Blaszczyk, O ciatach uporzadkowanych, Annales Universitatis Paedagogicae Craco-
viensis. Studia ad Didacticam Mathematicae Pertinentia IV, 2012, s. 23.

9W literaturze niemieckiej, dawnej i wspétczesnej, ciggi Cauchy’ego sa nazywane ciggami
podstawowymi, Fundamentalereihe.
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padku, gdy dany jest przez jakies prawo nieskonczony ciag liczb wymiernych:
1,02, .. Onye . (1)

ktéry ma te wlasnosé, ze réznica apnm — @y przy zmiennej n staje sie nieskonczenie
mala, jakakolwiek jest dodatnia liczba calkowita m, lub, innymi stowy, ze dla
dowolnej (dodatniej, wymiernej) e istnieje liczba calkowita ny taka, ze |apym —
an| < e, gdy n > ny, za$ m jest dowolng dodatnia liczba calkowita”.

Znajdujemy tu najpierw pojecie nieskornczenie malej, ktére wedlug planu aryt-
metyzacji mialo byé catkowicie wyeliminowane z podstaw analizy'®. Szczedliwie
warunek nastepujacy po zwrocie ,innymi stowy” jest juz poprawna definicja, kt6-
ra tak zapiszemy z uzyciem symboli:

(Ve € Q) (Any)(Yn,m)(n1 < n = |antm — an| < €). (C1)

Jeden niuans techniczny rézni definicje Cantora od wspélczesnej. Obecnie
przez ciag Cauchy’ego liczb wymiernych rozumiemy funkcje a : N — Q spel-
niajaca warunek Cl. Funkcja za$ to dowolny podzbiér iloczynu kartezjanskiego,
a C N x Q, spelniajacy warunek jednoznacznosci: jezeli a,, = ¢, a, = p, to ¢ = p.
Podczas gdy u Cantora ciag jest zadany ,przez jakie§ prawo”, to wspolczesdnie
jest to ,,dowolny podzbiér” iloczynu kartezjanskiego. To jedna ze zmian, jakim
ulegla matematyka pod wplywem teorii mnogosci — teorii, ktérej poczatki siegaja
omawianej rozprawy.

Istotnie rézna w poréwnaniu z dzisiejsza matematyka jest natomiast przyjeta
nomenklatura: o ciggu spelniajacym warunek C1 Cantor pisze, ze ,,posiada granice
b”. W nastepnym zdaniu wyjasnia, ze znaczy to jedynie tyle, iz ciagowi przypisano
znak (Zeichen) b, przy czym ,réznym ciagom” przypisane sa rézne znaki:

sSlowa te [tj. ze ciag posiada granice b — P.B.] nie maja wiec na razie zadnego
innego sensu jak ten, ktéry jest wyrazeniem owej wlasnosci ciagu, a z warunku,
ze taczymy z ciagiem (1) szczegblny znak b wynika, ze dla réznych tego rodzaju
ciggéw tworzyé tez nalezy rézne znaki b, b, b

Po wprowadzeniu dzialan Cantor napisze, ze ,okreslenie «granica ciagu (1)»
na liczbe b znajduje ubocznie pewne uzasadnienie”. Wrécimy do tego watku nizej
w punkcie 2.4.

2.2. W zbiorze ciagéw Cauchy’ego definiuje Cantor réwnosé oraz ,,r6znosé”. I tak
relacje (a,) = (a),), (an) > (al,), (an) < (al,) zachodza, gdy

»1. an, — a), staje sie nieskoniczenie mala wraz ze wzrastajaca n, lub 2. a,, — a; po-
zostaje, poczawszy od pewnej n, stale wigksza od dodatniej (wymiernej) wielkosci
g, lub 3. a,, — a;L pozostaje, poczawszy od pewnej n, stale mniejsza od ujemnej
(wymiernej) wielkosci —e”.

Warunki te zapiszemy symbolicznie jak nastepuje:

(Ve € Q1) (3Bn1)(Vn)(ny < n — |an — a,| < €)', (C2)

10W pézniejszym okresie Cantor nawet prébowal udowodnié, ze nieskoniczenie male nie istnieja.
Jednakze do konica swojej kariery nie rozpoznal on aksjomatu Archimedesa, a nieskoniczenie mate
rozumiane jako obiekty w ciele uporzadkowanym nalezy definiowaé przez odniesienie do tego
aksjomatu.

HCantor co prawda nie znat relacji réwnowaznosci i klas abstrakeji, ale doktadnie rozumiat
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(3e € Qu)(3n1)(Vn)(n1 < n — ay —a,, > €), (C3)
(3= € Q4 )(Ing) (V) (ny < n — ap —a,, < —£). (C4)

Istotnie, przyjmujac, ze liczby wymierne sa cialem uporzadkowanym mozna
pokazaé, ze zachodzi jeden z warunkéw C2, C3, C4, a ponadto, warunki te — jak
pisze Cantor — ,nawzajem sie wykluczaja”.

Odtwarzajac w strukturze ciggéow liczby wymierne Cantor przyjmuje, ze ciag
(an, — a), gdzie a jest liczba wymierna, spetnia dokladnie jeden z warunkéw C2,
C3, C4:

»,Podobnie okazuje sie, ze ciag (1), ktéry ma granice b, pozostaje z liczba wymierna
a tylko w jednej z nastepujacych 3 zaleznosci. 1. a,, — a jest nieskonczenie male
wraz ze wzrastajaca n, lub 2. pozostaje, poczawszy od pewnej n, stale wigksza od
dodatniej (wymiernej) wielkosci €, lub 3. a,, — a pozostaje, poczawszy od pewnej
n, stale mniejsza od ujemnej (wymiernej) wielkodci —¢e”.

Mozna by wiec przyjaé, ze liczba a jest utozsamiana z ciagiem stalym (a,a, ...).
Cantor nie wykonal jednak tego prostego, wydawaloby sie, kroku (zob. nizej pkt.
2.4.).

2.3. Definiujac ciagi Cauchy’ego Cantor zastrzegal, ze zwrot ,ciag (1) ma okre-
Slong granice b” jest jedynie konwencja jezykowa. Po ustaleniach na temat liczb
wymiernych dochodzi do tezy, ze b jest granica ciagu (a,) w $cistym sensie:

,Z tych oraz zaraz nastepujacych definicji otrzymuje si¢ jako wniosek, ze gdy b jest
granica ciagu (1), a nastepnie b — a,, wraz ze wzrastajaca n staje sie nieskoniczenie
mala, to okreslenie «granica ciagu (1)» na b znajduje ubocznie pewne uzasadnienie”.

Warunek .z [...] zaraz nastepujacych definicji” odnosi sie do dzialai na cia-
gach. Odpowiednio definiowane jest wiec dodawanie, odejmowanie, mnozenie oraz
dzielenie. I tak suma ciagéw (ay), (al,) jest ciag (all), gdy

lim(a, + a, —all) =0,

CO zZnaczy
(Ve € Qu)(ng)(Vn)(n1 < n — ay, +a, —al| <e). (C5)

Podsumowaniem tego watku jest zdanie:

,0gdl wielkosci liczbowych (Zahlengrossen) b bede oznaczal przez B”.
Wezeéniej, az do tego miejsca rozprawy, b, b’,b” byly jedynie znakami, w tym
zdaniu po raz pierwszy nazwane sa liczbami.

2.4. Zestawmy teraz oryginalne rozstrzygniecia Cantora z ich wspélczesna wersja.
W strukturze ilorazowej jest tak, ze (a,) = (a),), gdy ciag (a, — al,) jest zbiezny
do zera, za$ réwno$é¢ zachodzi miedzy klasami abstrakeji, [(a,)] = [(a),)]. Dalej,
z ciagiem (a,) ,laczymy” nie ,znak”, ale zbiér [(a,)]. Tym sposobem aspekt onto-
logiczny konstrukeji jest jasny: liczby rzeczywiste sa zbiorami (klasami abstrakeji)
nie znakami.

zwigzki zachodzace miedzy ciagi (arn) i (a}). Dalej w rozprawie napisze: ,przyréwnanie dwéch
wielkosci liczbowych b, b’ z B nie pociaga za soba ich identyczno$ci, lecz wyraza tylko pewng
okreslong relacje, zachodzaca pomiedzy ciagami, do ktérych one si¢ odnosza [czyli ciagami (an)
i (a},) — P.B.]. Wspélczesnie relacje t¢ zapisujemy jako (an) = (al,).

n
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Fakt, ze Cantor nie odrézmnia ciagu stalego (a,a,...) od liczby wymiernej
a utrudnia interpretacje tezy ,b jest granica ciagu (1)”. W uzasadnieniu czyta-
my co prawda, ze ,b — a, wraz ze wzrastajaca n staje sie nieskonczenie malta”,
ale w my$l wezesniejszych definicji oznacza to, ze ciag b — a, spelnia warunek
C2. Niestety, b — a,, nie jest w ogdle ciagiem liczb wymiernych: wyrazenie b — a,,
oznacza literalnie (a,) — an.

Wyrazenie b — a,, mozna owszem zinterpretowa¢ w przestrzeni ciagow. Gdy
liczby wymierne utozsamimy z ciagami stalymi, wtedy b — a,, bedzie oznaczac
ciag, ktérego kolejnymi wyrazami sa ciagi:

b—(al,al,al,...), b*(ag,ag,ag,...),.... (2)

W rozprawie przestrzen ciagdw stanowi strukture (B, +, —, -, :, <). Zdanie ,,b—
a, wraz ze wzrastajaca n staje sie nieskonczenie mala” zinterpretowane w tej
strukturze oznacza, ze ciag b — a,, spelnia warunek C2, z tg réznica, ze w miejsce
Ve € Q4 przyjmiemy Ve € By. Po tej modyfikacji warunek C2 zastosowany do
clagu (2) przyjmie postac:

(Ve € By)(3n1)(Vn)(ny <n — |b— (an, an, ayn...)| <€),

to za$ oznacza, ze b jest granica ciagu liczb wymiernych zinterpretowanych w prze-
strzeni B — granicg w dostownym, wspélczesnym rozumieniu tego pojecia.

Jest to — jak widaé¢ — troche skomplikowane i dopiero konstrukcja ilorazowa
rozjaénia zawitoéci spowodowane dwojakim przedstawieniem liczb wymiernych.

Wspélezesnie, gdy chcemy wyrazié zalezno$é miedzy ciagiem (a,) a liczbami
wymiernymi, ktore go tworza, czyli a1, as, ... itd., liczby te przedstawiamy w po-
staci ciagéw stalych, odpowiednio (a1, as,as,...), (az,as,as,...) itd. Przechodzac
do klas abstrakeji otrzymamy zaleznos$é miedzy liczba rzeczywista [(a,,)] 1 liczba-
mi wymiernymi a} = [(a1,a1,a1,...)], a5 = [(ag,az,as,...)] itd. Pokazuje sie, ze
w przestrzeni C/= liczba [(a,)] jest granica ciagu (aj,as, ....), to jest!?

Jim_ag, = [(an)]-

Cantor — jak juz zauwazyliémy — nie znal techniki zbioréw ilorazowych, mogh
jednak przedstawiaé liczby wymierne w postaci ciagéow statych. Dlaczego nie przy-
jal takiego rozwiazania? Ot6z chcial, aby liczby rzeczywiste reprezentowaly punkty
linii prostej i najwyrazniej nie umial pogodzi¢ tego z podwdjnym przedstawieniem
liczb wymiernych. W rezultacie poprzestal na tym, ze w sensie ontologicznym licz-
by rzeczywiste sa reprezentowane przez ciagi liczb wymiernych, a dalej, w sensie
topologicznym, sa granicami ciagéw liczb wymiernych. Uzasadnienie tej zbieznosci
jest — jak pisze Cantor — gewisse, czyli pewne, $ciste. Trudno jednak sie z tym zgo-
dzié¢, gdyz Cantor nie wskazal przestrzeni, w ktérej zachodzi owa zbieznosé. Gwoli
sprawiedliwoéci trzeba jednak przyznaé, ze i wspolczesni autorzy maja problemy

z klarownym przedstawieniem wszystkich szczegétéw konstrukeji Cantora'®.

1270b. P. Blaszczyk, Analiza filozoficzna rozprawy Richarda Dedekinda Stetigkeit und irratio-
nale Zahlen, Wydawnictwo Naukowe AP, Krakéw 2007, s. 115.
13Zob. P. Blaszczyk, Analiza filozoficzna..., op. cit., s. 113-121.
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3. Zbiér R z funkcja d(r, s) = |r — s| jest oczywidcie przestrzenia metryczna. Punkt
skupienia podzbioru A przestrzeni metrycznej jest definiowany jako granica ciggu:
p = limy, 00 P, gdzie p, # p, p, € A. Zbior punktdéw skupienia, oznaczany zwykle
jako A%, nazywany jest pochodnag zbioru. Domkniecie zbioru dane jest wéwczas
réwnoscig A = A U A?. Konstrukcje Cantora mozna opisa¢ w tym jezyku jako
Q =R, a zupelno$é liczb rzeczywistych oznacza, ze R = R,

Wartosé bezwzgledna liczby rzeczywistej jest definiowana w ciele uporzadko-
wanym, dlatego topologia generowana przez metryke d jest tym samym, co to-
pologia porzadkowa i wyzej przedstawione fakty odpowiadaja temu, co Cantor
pisze o zbiorze B. Nizej pokazemy, jak w rozprawie jest opisana zupetnosé liczb
rzeczywistych.

3.1. Procedure rozszerzenia Q za pomoca ciagéw Cauchy’ego opisana wyzej
w punkcie 2. Cantor powtarza w odniesieniu do R: w zbiorze ciagéw liczb rzeczy-
wistych spelniajacych warunek C1 — z tg réznica, ze w miejsce warunku Ve € Q4
nalezy przyjaé¢ Ve € R — definiowana jest rownoé¢, porzadek oraz dzialania. Czy-
sto formalnie, konstruowana jest wiec kolejna struktura oznaczana w rozprawie
jako C. Nim zacytujemy odpowiedni fragment, przypomnijmy, Ze liczby wymierne
oznacza Cantor litera A, liczby rzeczywiste — litera B.

,Dziedzina B wyprowadzona byla z dziedziny A; teraz w analogiczny sposéb wy-
twarza ona, wspélnie z dziedzina A, nowa dziedzine C. Jedli dany jest mianowicie
nieskonczony ciag:

b1,b2,...,bn,. ..

wielkosci liczbowych z dziedzin A oraz B, ktére nie naleza wszystkie do dziedziny
A oraz jezeli ciag ten ma te wlasnosc¢, ze by, — b, wraz ze wzrastajaca n staje
sie nieskoniczenie mala, jakakolwiek jest m [...], to méwie o takim ciagu, iz ma on
okreslona granice c. WielkoSci liczbowe ¢ konstytuuja dziedzing C. Definicje réw-
nosci, wiekszoéci oraz mniejszosci, jak tez operacje elementarne zaréwno miedzy
wielkosciami ¢, jak réwniez miedzy nimi oraz wielko$ciami z B oraz A podaje sie
w analogiczny sposob jak poprzednio”.

3.2. Wlasno$¢ opisana w kolejnym zdaniu jest kluczowa dla catej konstrukcji liczb
rzeczywistych:

,Podczas gdy dziedziny B oraz A maja si¢ tak do siebie, ze choé kazde a przypo-
rzadkowane jest pewnemu b, ale nie kazde b przyporzadkowane moze by¢ jakiemus
a, to okazuje sig, ze zaréwno kazde b moze zostaé¢ przyporzadkowane pewnemu c,
jak i kazde ¢ moze zosta¢ przyporzadkowane pewnemu b”.

Zdanie ,kazde a przyporzadkowane jest pewnemu b” oznacza, ze kazda licz-
be wymierng mozna przedstawié¢ jako pewien ciag liczb wymiernych spetniajacych
warunek C1l. Zdanie ,nie kazde b przyporzadkowane moze by¢ jakiemu$ a” ozna-
cza, ze przestrzen liczb wymiernych nie jest zupelna w sensie Cauchy’ego. Zdanie
,kazde ¢ moze zosta¢ przyporzadkowane pewnemu b” oznacza, ze przestrzen liczb
rzeczywistych jest zupelna w sensie Cauchy’ego.

Cantor nie dowodzi zadnej z tych wtasnosci i — o ile nam wiadomo — nigdy
pdzniej nie wracatl do tej kwestii. Wspoélczesne dowody zupelnosci R wykorzystuja

147Z0b. K. Kuratowski, Wstep do teorii mnogosci i topologii, op. cit., rozdz. XI.
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metode przekatniowa, zaprezentowana przez Cantora przy okazji innego twierdze-

nial®.

3.3. Chociaz stosowanie ciagéw Cauchy’ego do zbioru B nie stwarza juz nowych
punktéw, to Cantor skrupulatnie odréznia zbiory B i C oraz kolejne zbiory two-
rzone ta metoda. Bierze sie to stad, ze mozna wskazaé takie podzbiory, ktérych
kolejne pochodne sg rézne. Dla konstrukeji liczb rzeczywistych kolejne pochodne
zbioru liczb wymiernych nie sa istotne, ale naczelnym zadaniem pierwszych pa-
ragrafow rozprawy jest przedstawienie idei pochodnej dowolnego podzbioru liczb
rzeczywistych.

»Chociaz [...] dziedziny B oraz C poniekad nawzajem sie pokrywaja, jest istotne
w przedstawionej tu teorii [...], aby trzymadé sie pojeciowego rozréznienia pomiedzy
obydwiema dziedzinami B oraz C, przy czym nawet przyrownanie dwdch wielkosci
liczbowych b, b’ z B nie pocigga za sobg ich identycznosci, lecz wyraza tylko pew-
na okreslona relacje, zachodzaca pomiedzy ciaggami, do ktérych one sie odnosza.
7 dziedziny C' wyprowadza sie, analogicznie jak poprzednio, dziedzine D, z tej
dziedzing F, itd.; poprzez A takich przej$é (gdzie przejscie od A do B uwazam za
pierwsze) dochodzi si¢ do dziedziny wielkosci liczbowych L”.

Dalej Cantor pokazuje, jak elementy zbioru L sa wyrazane przez liczby wy-
mierne. Przyjmujac dla uproszczenia w miejsce L zbior C', otrzymamy nastepujaca
parafraze obrazujaca ideal arytmetyzacji, czyli reprezentowania nowych obiektéw
przez liczby wymierne:

Réwnanie F(e, ;.. .,c(p)) = 0 dane poprzez skonczona liczbe operacji elemen-
tarnych na liczbach ¢, ¢, ..., cP) jawi sie w nakre§lonej tu teorii dokladnie, jako
wyrazenie dla okre$lonej zalezno$ci pomiedzy p + 1 dwukrotnie nieskonczonych
ciagow liczb wymiernych; sa to ciagi, ktore wychodza od ciagéw prosto nieskon-
czonych, z ktérymi najpierw wiaza sie wielkosci ¢, ¢, ...,cP), a gdy zastapi sie
w nich ich elementy poprzez stosowne ciagi, to powstate, w ogélnoséci dwukrotnie
nieskonczone ciagi sg traktowane podobnie, az widzi si¢ przed soba tylko liczby
wymierne.

Innymi stowy, liczba ¢ jest reprezentowana przez ciag (b,)52,, gdzie kaz-
da z liczb b, jest reprezentowana przez ciag liczb wymiernych (a;-‘)(j?il, tak, ze
w rezultacie ¢ jest reprezentowana przez dwuwymiarowa, nieskonczona tablice liczb
wymiernych (a})5°;_;.

4. W § 2 ustalany jest zwiazek miedzy linig prostg a liczbami rzeczywistymi. O ile
jednak wiemy, co Cantor rozumie przez liczby rzeczywiste, to definicji linii prostej
mozemy sie co najwyzej domyslaé. Czytamy:

»Punkty linii prostej sa pojeciowo okreslone przez to, ze podaje sie, w lezacej
u podstaw jednostce miary, ich odciete, ich odleglosci od ustalonego punktu o linii
prostej, ze znakiem + lub —, w zaleznosci od tego, czy rozwazany punkt lezy we
(wczesniej ustalonej) dodatniej lub ujemnej czesci prostej.

Jesli ta odleglo$é jest w stosunku wymiernym do jednostki miary, to bedzie wy-
razona przez wielko$¢ liczbowsg z dziedziny A; w innych przypadkach, gdy punkt
jest na przyklad znany na mocy jakiejs konstrukcji, zawsze mozliwe jest

15Zob. P. Blaszczyk, Analiza filozoficzna ...., op. cit. s. 114-117.
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podanie ciggu:

(1) 1,02,y Oy ey

ktéry ma wlasnoéé wyrazona w § 1 oraz pozostaje w takim zwigzku do rozwaza-
nej odleglodci, ze punkty linii prostej, ktore otrzymuja odlegtosci aq, ag, ..., an, ...
wraz ze wzrastajaca n zblizaja sie nieskonczenie do owego okreslonego punktu.
Wyrazamy to w ten sposéb, ze méwimy: Odleglo$¢ rozwazanego punktu od punk-
tu o réwna jest b, gdzie b jest wielkoscia liczbowa odpowiadajaca ciagowi (1)”
(podkreslenie — P.B.).

W tym fragmencie znajdujemy najpierw wyréznienie na prostej punktéw, kto-
re odpowiadaja liczbom wymiernym (punktéw wymiernych). Ten zabieg jest znany
co najmniej od czasu Geometrii Kartezjusza i jest przeprowadzany na podstawie
konstrukcji z twierdzenia VI.9 Elementéw. Nastepnie Cantor przyjmuje — i to juz
jest zagadkowe zalozenie — ze gdy punkt prostej jest dany ,na mocy jakiej$ kon-
strukeji”, to moze by¢ aproksymowany ciggiem punktéw wymiernych. Stad zas ma
wynikaé, ze odpowiada mu liczba rzeczywista.

Podsumowujac ten watek wywodu Cantora otrzymujemy: dowolnemu punkto-
wi na prostej odpowiada liczba rzeczywista (wymierna lub niewymierna).

Dalej czytamy:

»Aby jednak uczyni¢ pelnym przedstawiony w tym § zwiazek dziedzin wielkosci
liczbowych zdefiniowanych w § 1 z geometria linii prostej, nalezy tylko dodaé
aksjomat, ktéry polega po prostu na tym, ze takze na odwrét, kazdej wielkosci
liczbowej odpowiada ustalony punkt prostej, ktorego wspolrzedna jest réwna owej
wielkosci liczbowej, i to rowna w tym sensie, jaki zostal objasniony w niniejszym
§. Nazywam to twierdzenie aksjomatem, poniewaz w jego naturze lezy, iz nie jest
ono w ogdlnosci dowodliwe”.

4.1. W zwiazku z pierwsza teza (kazdemu punktowi odpowiada liczb rzeczywista),
zauwazmy, ze dowolny punkt prostej mozna aproksymowaé punktami wymiernymi,
gdy prosta jest archimedesowa. Wiadomo jednak, ze takze prosta niearchimedeso-
wa moze byé modelem geometrii rozwijanej w ksiegach I-IV Elementéw!®. Trudno
zatem uznaé, ze Cantor ma jasno sprecyzowane pojecie linii proste;j.

Druga teze (kazdej liczbie rzeczywistej odpowiada punkt na prostej) Cantor
przyjmuje jako aksjomat, co w szczegdlnodci znaczy, ze pierwsza uznaje za twier-
dzenie.

Joseph Dauben, autor najpopularniejszej biografii naukowej Cantora, tak ko-
mentuje obie tezy:

,Cantor next turned to the task of identifying numbers with points of geometric
continuum. For the rational numbers this was not a difficult problem. He knew that
given a point on the line, if it had a rational relation from the origin o to the unit
abscissa, then it could be expressed by an element from the domain A. Otherwise,
it could be approached be a sequence of rational points a1, as, as, ..., Gy, ..., each
of which corresponded to an element in A. Furthermore, Cantor could take a,, as
a fundamental sequence which approached the given point arbitrarily closely. [...]
Cantor was unable to show, of course, the converse, that for every element of the

16Zob. D. Hilbert. Grundalgen der Geometrie, op. cit., §12.
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domain B there correspond a unique point of the real line. Thus he had to invoke
the well-known axiom [...]"7.

Dauben, podobnie jak Cantor, jest przekonany, ze bez zadnych dodatkowych
zalozen o linii prostej mozna pokazaé, ze kazdy punkt jest albo wymierny, al-
bo moze by¢ aproksymowany ciagiem liczb wymiernych. W zwiazku z druga teza
Dauben pisze: ,,Cantor was unable to show, of course, the converse”. Nie wiadomo
dlaczego dla Daubena jest oczywiste, ze Cantor nie mogl udowodnié tezy, ktora
nazwal aksjomatem. We wspolczesnej geometrii jest owszem dowodzone twierdze-
nie o bijekcji miedzy linia prosta a liczbami rzeczywistymi'®. Zasadnicza réznica
miedzy tym twierdzeniem a tezami Cantora polega na tym, ze wspélczesna geo-
metria dysponuje aksjomatyka z ktorej wynika precyzyjna charakterystyka linii
prostej.

X ok ok

Przedkladane ttumaczenie Uber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie
der trigonometrischen Reihen zostalo przygotowane przez Profesora Jerzego Po-
gonowskiego w ramach grantu ,,Ciaglosé¢ i liczby rzeczywiste. Eudoxos-Dedekind-
Conway”, NN 101 287639. Jest to pierwsze ttumaczenie tego artykutu na jezyk
polski. Chociaz tekst Cantora ma kapitalne znaczenie filozoficzne, to nie znalazl
sie w najwazniejszym i najobszerniejszym wyborze tekstow z zakresu filozofii ma-
tematyki wydanym pod redakcja Williama Ewalda From Kant to Hilbert. A Source
Book in the Foundations of Mathematics'®.
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