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Abstract. The article is a comprehensive research paper which provides the-
oretical as well as practical aspects of the Ferdinand George Frobenius me-
thod. This method is based on seeking infinite series solutions for certain
class of differential equations. It is a generalization of the power series me-
thod and allows us to solve the differential equations at least near some
singular points.

1. Wprowadzenie

Ferdinand George Frobenius (1849-1917) to niemiecki matematyk wspo6ipracu-
jacy miedzy innymi z Leopoldem Kroneckerem i Karlem Weierstrassem pod opie-
ka, ktorego obronit w 1870 roku w Berlinie rozprawe doktorska. Frobenius zyskal
rozglos przede wszystkim dzieki pracom z zakresu teorii algebr, teorii grup oraz
teorii liczb. Nie mozna jednak zapomina¢ o zaproponowanej przez niego metodzie
(Frobenius, 1873) dotyczacej poszukiwania rozwiazan dla pewnej klasy réwnan
rozniczkowych zwyczajnych.

Artykul jest propozycja kompleksowego opracowania metody Frobeniusa za-
rowno od strony teoretycznej, jak i ¢wiczeniowej. Motywacje do napisania tej pracy
stanowi fakt, ze w podstawowej polskojezycznej literaturze poswieconej rownaniom
rézniczkowym zwyczajnym (Lenda, 2004; Lenda, Spisak, 2006; Palczewski, 2004;
McQuarrie, 2005), brakuje pelnego opisu tej metody, przede wszystkim dowodu
wszystkich przypadkéw twierdzenia Frobeniusa oraz usystematyzowania sposobow
wyznaczania drugiego z rozwigzan réwnania P(t)z” + Q(t)x’ + R(t)z = 0. Artykul
skierowany jest przede wszystkim do studentéw matematyki stosowanej i nauczy-
cielskiej, jak réwniez nauczycieli akademickich. Co wiecej moze stanowi¢ inspira-
cje do napisania pracy dyplomowej rozszerzajacej nasze rozwazania do przypadku
réwnania rézniczkowego n-tego rzedu (Frobenius, 1873; Ince, 1926).

*Frobenius method, or on solving a certain class of differential equations
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Kolejna czeé¢ poswiecona jest wstepnym pojeciom takim jak punkt reqularny,
punkt osobliwy, reqularny punkt osobliwy. Nastepnie oméwimy omawiamy najprost-
szy przyklad rozwazanych réwnan, to znaczy réwnanie Fulera, ktére jednocze$nie
stanowi motywacje stosowania metody Frobeniusa. Kolejna czes¢ zawiera rozwa-
zania na temat ogdlnego rownania rézniczkowego drugiego rzedu z regularnymi
punktami osobliwymi. Przedstawiamy tam sformutowanie oraz peten dowdd twier-
dzenia Frobeniusa, charakteryzujacego postaé¢ rozwigzania w poblizu regularnego
punktu osobliwego. Dowdd ten opiera sie na pozycjach anglojezycznych (Agarwal,
O’Regan, 2009; Coddington, 1989). Poruszamy tez problem regularnych punktéw
osobliwych na nieskonczonosci. W kolejnej czesci, ktéry odpowiada czesci ¢wicze-
niowej, formultujemy i rozwiazujemy wybrane przyklady. Przedstawiamy réwniez
propozycje zadan do samodzielnego rozwigzania przez studentéw.

2. Wiadomosci wstepne

Bedziemy rozwazaé rozwiazania jednorodnego rownania rézniczkowego drugie-
go rzedu postaci:
Pt)z" + Q(t)z" + R(t)r = 0, (1)

gdzie P(t), Q(t), R(t) to dane wielomiany nie posiadajace wspdlnych dzielnikéw.
Przedstawiona przez nas metoda moze by¢ réwniez stosowana gdy P(t), Q(t), R(t)
sa funkcjami analitycznymi. Zalézmy, ze chcemy rozwiazaé réwnanie (1) w sasiedz-
twie punktu ¢g - wéwczas metoda rozwiazywania zaleze¢ bedzie od postaci P(t).

Zacznijmy od definicji punktu regularnego. Punkt ¢, taki, ze P(tg) # 0 nazy-
wamy punktem regularnym. Wtedy na jego otoczeniu réwnanie (1) mozemy zapisaé
w postaci

2" (t) + p(t)2'(t) + q(t)z(t) = 0, (2)
gdzie funkcje p(t) = % oraz q(t) = % sa analityczne w to. Rozwigzanie réwna-

nia (2) istnieje i jest jednoznaczne, o czym przekonuje nas nastepujace twierdzenie:

TWIERDZENIE 1
Niech ty bedzie punktem regularnym réwnania (1), wowczas ogdlne rozwigzanie te-
go rownania ma forme

a(t) = crw1(t) + caxa(t),
gdzie x1(t), x2(t) majq postad szeregdw potegowych

o0
> an(t—to)",
n=0

za$ ¢1 i co to dowolne stale. Ponadto promieri zbieinosci x1(t), x2(t) jest co naj-
mniej rowny mniejszemu z promieni zbieznosci rozwinieé¢ w szeregi potegowe funkcji
p(t) iq(t).

Dowdd. Patrz twierdzenie 4.7 (Palczewski, 2004).
W pracy interesowaé¢ nas bedzie przypadek punktu osobliwego, to znaczy ta-
kiego, ze P(to) = 0. Przyktadowo, réwnanie rézniczkowe

t2(t — 3)%2” + (t — 3)a’ +2t*°x =0 (3)
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posiada dwa punkty osobliwe: t =01t = 3.

Rozwiazania réwnan rézniczkowych posiadajacych punkty osobliwe w ¢y za-
zZwyczaj nie sa analityczne w tych punktach i w konsekwencji nie maja rozwiazan
postaci

2(t) =D an(t —to)".
n=0

Nie mozemy jednak zignorowa¢ istnienia takich punktéw pomimo tego, ze potrafi-
my wyznaczy¢ rozwigzanie w ich sasiedztwie. Wystepowanie punktéw osobliwych
okresla gtéwne cechy rozwiazania i wplywa na jego posta¢ w znacznie wiekszym
stopniu niz mozna by bylo podejrzewaé. W sasiedztwie punktu osobliwego rozwia-
zanie doswiadcza czesto gwaltownych zmian wielkosci, ucieka do nieskonczonosci
albo wpada w bardzo szybkie oscylacje. Dlatego tez zachowanie rozwiazan w po-
blizu punktéw osobliwych jest istotne zwlaszcza w przypadku uktadoéw fizycznych
modelowanych przez réwnania rézniczkowe. Geometrycznie punkty osobliwe zwia-
zane sa z wystepowaniem w zagadnieniach fizycznych, osobliwosci brzegowych ta-
kich jak katy lub ostre krawedzie. Liniowo niezalezne rozwiazania x1, xo rOwnania
(1) z punktami osobliwymi ¢g przy ¢t dazacym do to moga by¢ zaréwno ograniczone,
nieograniczone, jak i jedno z nich ograniczone, a drugie nie.

Celem prezentowanej metody Frobeniusa jest rozwiniecie techniki poszukiwa-
nia rozwigzan za pomoca szeregdw potegowych stosowanej dla punktéw regular-
nych na pewng klase punktéw osobliwych. Aby to zrobi¢ w stosunkowo prosty
sposob nalezy ograniczy¢ sie do przypadkéw tak zwanych stabych osobliwosci dla
funkeji p(t) = % iq(t) = %. Tak wiec, zeby rozwazaé rozwiazania réwnania
(1) w poblizu punktéw osobliwych bedziemy wymagaé spelnienia dodatkowych
warunkéw przez funkcje p(t), ¢(t), mianowicie pewnej regularnosci tych punk-
téw. Bedziemy mowié, ze punkt osobliwy tg jest regularnym punktem osobliwym
réwnania (1), jezeli granice:

Lim (t—to)p(t)  oraz  lim (t —t0)*q(t) (4)
istnieja i sa wlasciwe. Natomiast jezeli przynajmniej jedna z granic (4) nie istnieje
lub jest niewlasciwa, to punkt ¢ty nazywamy nieregularnym punktem osobliwym.
Innymi stowy, punkt ¢y nazywamy regularnym punktem osobliwym, jezeli funkcje
(t — to)p(t) oraz (t — tg)?q(t) sa analityczne w punkcie to. Oznacza to réwniez, ze
punkt osobliwy ty jest regularnym punktem osobliwym jezeli mianownik wyraze-
nia p(t) posiada czynnik (¢ — ¢g), w co najwyzej pierwszej potedze, a mianownik
wyrazenia ¢(t) posiada czynnik (¢ — tg), w co najwyzej drugiej potedze.
Wréémy teraz do réwnania (3). Dzielac je przez t2(t — 3)? dostaniemy
1 2

1 !/
=0.
T tQ(t—S)x * (t—3)2$

Zauwazmy teraz, ze dla punktu ¢y = 0 nie istnieje granica

. 1
M RE—3)  Ri—3)
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wiec t9 = 0 jest nieregularnym punktem osobliwym. Natomiast dla drugiego
z punktéw osobliwych mamy
t—3 1 2(t — 3)?
lim —— = = lim —=% =2
S5 2(-3) 9 sy (t_32
zatem ty = 3 jest regularnym punktem osobliwym.

Celem naszego artykutu bedzie rozwazanie problemu rozwigzan rownania réz-
niczkowego drugiego rzedu postaci (1) w poblizu regularnego punktu osobliwego
t = tg. Ponadto, bez straty ogdlnoéci bedziemy zakladaé, ze ty = 0. Jezeli punkt
to # 0 bylby regularnym punktem osobliwym réwnania (1), wéwczas dokonujac
zamiany t = £ + tg, sprowadzilibySmy je do réwnania z regularnym punktem oso-
bliwym &y = 0.

Na podstawie definicji regularnego punktu osobliwego wiemy, ze wyrazenia

Q(t) 2 2 R(t)
tp(t) =t—=-+ t7q(t) =t" ==
pt) =15y o () =t
majg skonczone granice przy t dazacym do 0 oraz sg analityczne w punkcie g = 0.
Dzielac réwnanie (1) przez P(t) oraz mnozac przez t2, otrzymujemy

Llz] = t*2" 4+t [tp(t)] 2’ + t3q(t)x = 0, (5)
gdzie
tp(t) = put"  q(t) = gut" (6)
n=0

n=0
sa zbiezne na pewnym przedziale [t| < rg, z 1o > 0.
Problem wyznaczania rozwiazaii réwnania (5) oméwimy w dalszej czesci arty-
kutu.

3. Réwnanie Eulera, czyli motywacja metody Frobeniusa

Tutaj zajmiemy sie rozwazaniami na temat rozwigzan réwnania (5) w jego
najprostszej postaci, gdy tp(t) = po, t2q(t) = qo, gdzie po, qo to stale:

Le[z] = t22" + pota’ + gox = 0 (7)

czyli rownaniem Fulera. Jak latwo zauwazy¢ ty = 0 jest regularnym punktem
osobliwym réwnania Eulera. Natomiast jego rozwiazania, jak sie przekonamy, re-
prezentuja typowa postaé¢ rozwigzan réwnan z regularnymi punktami osobliwymi.
Jest to bardzo wazne réownanie pod wzgledem zastosowan. Mozemy otrzymacé je,
rozwiazujac miedzy innymi réwnanie Laplace’a we wspélrzednych biegunowych,
rownanie Schrédingera, ktore stosowane jest miedzy innymi do opisu atomu wo-
doru czy tez podczas analizy potencjalu pola elektrostatycznego. Réwnanie te
pojawia sie réwniez przy modelowaniu struktury gwiazd (Rybka, 2012).
Rozwazmy przykladowe réwnanie Eulera:

262" —ta' — 2z = 0.
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Zauwazmy, ze poszukujac rozwiazan w postaci szeregéw potegowych

oo
= E ant”
n=0

(zgodnej twierdzeniem 1), otrzymujemy

QZ (n — Dayt" Znant"—22ant"

Poréwnujac wspolczynniki przy kolejnych potegach zmiennej ¢ dostaniemy a,, = 0
dla wszystkich n # 2, za$ as jest dowolne. W ten sposéb, korzystajac z metody
szeregdéw potegowych stosowanej w przypadku punktéw regularnych, znalezlismy
tylko jedno z rozwiazan rozwazanego réwnania: x; = t2. Jak latwo sprawdzié, dru-
gim liniowo niezaleznym rozwiazaniem jest funkcja zo = t2. Zatem rozwigzania
rownan rozniczkowych z regularnymi punktami osobliwymi nie musza by¢ anali-
tyczne w tych punktach. Widzimy wiec potrzebe modyfikacji sposobu poszukiwan
rozwigzan.

Zal6zmy najpierw, ze t > 0. Rozwiazania (7) bedziemy poszukiwaé¢ w postaci
A gdzie A = const. Umotywowane jest to faktem, ze jezeli policzymy pochodne
i wstawimy do (7) otrzymamy takie same potegi we wszystkich sktadnikach (7).
Wprowadzajac funkcje:

F(A) = AA —1) +poA + qo (8)

dostajemy
L.[t)] = FO)t* = 0.

Zatem x = t* jest rozwiazaniem (7) jezeli A jest pierwiastkiem réwnania kwadra-
towego F'(A) = 0. Stad

—(po — 1) £ y/(po — 1)2 — 4qo
5 )

Al =

Posta¢ rozwiazania réwnania Eulera zalezy od rodzaju pierwiastkéw A 2. Jezeli
A1, A2 sg réznymi liczbami rzeczywistymi, wéwezas jak tatwo zauwazyé z; = tM
oraz ry = t*? s3 dwoma liniowo niezaleznymi rozwigzaniami (7). Jezeli A\; = Ao,
woéwcezas tylko jedno rozwiazanie jest postaci ¢*. Drugie rozwiagzanie moze by¢
wyznaczone za pomoca metody redukcji rzedu (patrz czesé 4.1.). Przedstawimy
tutaj inne mozliwe podejscia otrzymania drugiego rozwiazania. Zauwazmy, ze

) ot
— L[t = Le | = | = Le[t*nt] = [F'(\) + F(\) Int] t*
L= Lo |52 = LlP ] = [F() + P
Stad, poniewaz A\ jest dwukrotnym pierwiastkiem réwnania F(\) = 0, mamy
F[t* Int] = 0. Zatem x5 = t* Int jest drugim rozwiazaniem réwnania (7) w przy-
padku gdy A1 = As.
Rozwazmy teraz przypadek zespolonych pierwiastkéw réwnania F(A) = 0.

Niech A1 o = a=£if, gdzie o, f € R oraz § # 0. Uzywajac miedzy innymi wlasnosci
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t* = eMt i wzoru Eulera e = cos 3 + isin 3 tatwo wykazaé, ze z rozwigzania

ogdlnego postaci x(t) = ¢t +cot*? dostajemy dwa liniowo niezalezne rozwiazania

(7):

z1 =t%cos(f1nt), zo = t%sin(f1nt).

Niech teraz t < 0. Zastosujemy podstawienie s = —t, s > 0 oraz zdefiniujemy
u(s) = z(t) = x(—s). Wowczas, poniewaz

' (t) = —u'(s) oraz 2" (t) = u"(s)
z réwnania (7) otrzymujemy:
s2u”(s) + posu/(s) + qou(s) = 0, gdzie s > 0.
Zatem, na bazie wczesniej uzyskanych wynikéw mamy, ze rozwiazania dla t < 0
maja taka sama postaé jak te otrzymane dla t > 0 z tym, ze zastepujemy wszedzie

t na —t.
Powyzsze rozwazania mozna podsumowaé nastepujacym twierdzeniem:

TWIERDZENIE 2
Niech bedzie dany wielomian F(X) = MA — 1) 4+ poX + qo, gdzie po, qo to stale
rzeczywiste. Wowczas, jezeli pierwiastki A1, Ao réwnania F(X\) =0 sq:

a) rzeczywiste i réine, to

xy = |t xo = |t

b) rzeczywiste i réwne, to
oy = [t @y = [t In Jt];
¢) zespolone : A1 o = a £, gdzie a, B € R oraz § # 0, to

x1 = |t|* cos(B1n|t]), xo = [t|¥ sin(B1n |t])

sg liniowo niezaleznymi rozwigzaniami réwnania Eulera (7), na dowolnym prze-
dziale niezawierajgcym zera.

4. Metoda Frobeniusa

Metoda Frobeniusa polega na poszukiwaniu rozwiazan réwnania (5) w poblizu
punktu osobliwego tg w postaci tak zwanego szeregu Frobeniusa:

z(t, \) =t i ant™. 9)
n=0
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z nieokreslonymi liczbami A, ag, a1, ..., przy czym wykladnik A\ jest wybierany
w taki sposéb, zeby ag # 0. Piszemy (¢, A) dla podkreslenia, ze rozwiazanie zalezy
zaro6wno od t jak i parametru \. Dalej, liczac pochodne

o0

2 (8N =D (n+ Nant" 1
2"t A) =D (n+N)(n+ A= 1apt" 2

n=0

i podstawiajac (9), (10) do réwnania (5), otrzymujemy:

in+/\ n+XA—1a t"“+2p thnJrA LA
n=0

m=0
0o
m=0 n=0

lub réwnowaznie

Z{(n+A)(n+A—1 an + Y [(k+ Npnk + gnt]a }tnﬂzo.
n=0 k=0

Korzystajac z (8) powyzsze réwnanie mozemy zapisa¢ w nastepujacy sposob:

L[z](t,\) = agF(\)t*

+ i {F()\ +n)a, + ni: [(k + N)Pn—k + qn—k] ak} "t = 0. (1)
n=1 k=0

Réwnanie (11) bedzie spelnione jedynie wtedy, gdy wszystkie wspélczynniki przy
kolejnych potegach zmiennej ¢t beda rowne zeru. Z faktu, ze ag # 0, dla wspél-
czynnika przy t*, otrzymujemy tak zwane réwnanie wyznaczajgce F(N) = 0. Pier-
wiastki tego réwnania nazywane sa wykladnikami regularnego punktu osobliwego
t = 0. Wspdlezynniki przy kolejnych potegach n = 1,2,... wyznaczaja zwiazek
rekurencyjny

n—1

FA+n)an ==Y [(k+Npn—k + Gnil ax, gdzien =1,2,...,  (12)
k=0

ktory dla ustalonej wartoéci A pozwala wyznaczy¢ wspotczynniki a,, w zaleznosci
od ag. W ten sposéb dla dwoch pierwiastkéw Ay, Ao réwnania F(A) = 0 mozemy
wyznaczy¢ dwa rozwiazania réwnania (5).

Zauwazmy jednak, ze w przypadku gdy pierwiastki réwnania wyznaczajacego
sa sobie réwne, to metoda ta daje nam tylko jedno rozwigzanie. Z kolei w sytuacji,
gdy mamy rézne pierwiastki takie, ze Ay — Ay = m, gdzie m € N, to uktad (12)
ma rozwigzanie dla wigkszego z pierwiastkéw A;, natomiast dla A = Ay mamy
F(A2+m)=F(\)=01w tym przypadku uklad (12) moze by¢ sprzeczny.
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Podsumowujac, niezaleznie od przypadku, réwnanie (5) posiada przynajmniej
jedno rozwiazanie postaci (9). Poszukiwanie drugiego rozwiazania réwnania (5)
jest zalezne od przypadku, o czym méwi nam nastepujace twierdzenie:

TWIERDZENIE 3

Niech tg = 0 bedzie regularnym punktem osobliwym réwnania (5). Niech funkcje
tp(t), t2q(t) bedq analityczne w punkcie to = 0, a zatem i rozwijalne w szeregi
potegowe (6) dla |t| < ro. Ponadto niech A1, Ay bedq pierwiastkami réwnania wy-
znaczajgcego (8). Wowezas réwnanie (5) w przedziale |t| < ro posiada dwa liniowo
niezalezne rozwigzania 1 (t), x2(t):

(i) jesli Re(A1) # Re(A2) oraz réznica A1 — Ag nie jest liczbg naturalng, to

o0 o0
m= Yt w =i Y bt (13)
n=0 n=0

a wspdlezynni a, oraz b, mozna wyznaczyé z réwnania (12);
(ZZ) ]GS/ZZ )\1 = )\2, to
o0 oo
xy = [t Zant", Ty = x1 In [t| 4 [t|M Z ent™; (14)
n=0 n=1
(iii) jesli Ay — Ao = m, gdzie m to dodatnia naturalna liczba, to
o0 o0
x = [t Z ant™, xy = cxy In [t| + [t|2 Z dnt™, (15)
n=0 n=0

gdzie wspolczynniki ay,, by, cn,d, oraz moggca sie zerowac stata c € R sqg wyzna-
czane poprzez podstawienie odpowiedniej postaci x(t) do réwnania (5).

Zanim przystapimy do dowodu tego twierdzenia pragniemy podkresli¢, ze stale
¢n, oraz ¢, d, moga byé réwniez wyznaczone odpowiednio ze wzoréw (21) oraz (24)
zaprezentowanych w dalszym ciagu pracy.

Dowéd. W dowodzie bedziemy pisaé a,(\;) dla ¢ = 1,2, aby podkresli¢ od
ktorego pierwiastka zalezg wspdtczynniki a,,.

(i) Na mocy zalozenia, ze A1, A2 sa réznymi pierwiastkami réwnania wyznaczaja-
cego, mozemy zapisac:

FA) =AA=1) +por+q0 = (A= A1) (A= X2).
Woéwczas zachodzi oszacowanie:
|[F(A +n)| =|nn+ M — A2)| > n(n— A — Aa]). (16)
Ze zbieznosci szeregéw (6) w |t| = r < o istnieje stala K > 0 taka, ze:

Ip;j|r? < K oraz |gjlr! <K dla j=0,1,....



Metoda Frobeniusa, czyli o rozwiazywaniu pewnej klasy réwnan rézniczkowych [147]

Stad oraz na podstawie (16), (12) otrzymujemy:
(== AaDlan ()] € K S (D a () dlan = 1,2,..... (17)
k=0

Wybierzmy teraz liczbe naturalna N, taka, ze: N — 1 < |A; — A2| < N oraz
zdefiniujmy dodatnie stale A; nastepujaco:

A():ao(/\l)zl, Aj:|aj()\1)|, dla jZl,Q,...,N—l

oraz
j—1
JG =0 = MDAy = KD (k+ |+ Drdth 4, dlaj=NN+1,.... (18)
k=0

Poréwnujac definicje A; z nieréwnoscia (17) latwo zauwazy¢, ze
lan(M)| < Ay, dlan=0,1,2,.... (19)
o0
Pokazemy, ze szereg Y. A,t" jest zbiezny dla |t| < r. Zamieniajac w (18) j na

n=0
n + 1, mamy

Fn 4 D)+ 1= A — Ao Auss = [n(n — [A = Aol) + K(n+ 1+ A ])] A
dla k > N. Stad

An+1tn+1

Aptm

lim _ lim [n(n—|/\1—)\2|)—|—K(n—|—1+|/\1|)]|t|:M.
n—00 rin+1)(n+1—|\ —Xa|) T

n—oo

Zatem, na mocy kryterium zbieznosci d’Alemberta, szereg io: AgtF jest zbiezny
dla [t| < r. i

Teraz, z nieréwnosci (19) oraz z kryterium poréwnawczego, otrzymujemy zbiez-
nosé szeregu ioj an(A)t"™ dla |t| < r, gdzie ag(A1) = 1. Ostatecznie, z dowolnosci
wyboru r Spenhzl?aj@cego 0 < r < ro, wynika zbieznosé tego szeregu dla |t| < ro.

o0
Zatem, mozemy stwierdzi¢, ze [t|* Y a,(A\;)t" jest analitycznym rozwiazaniem

n—
réwnania (5) przynajmniej dla 0 < [t] < rg.
Jezeli zastapimy w powyzszym rozwazaniu A1 na Ao, woéwczas otrzymamy

[e.e]
[t1*2 3 @, (A2)t" jest drugim analitycznym rozwigzaniem réwnania (5) przynaj-

mniej dla 0 < [t] < 7o.

(ii) Postaé¢ rozwiazania x1 otrzymamy tak jak w przypadku (i), wiec wystarczy
pokazaé, ze zachodzi (14) dla funkcji xo. Zalézmy teraz, ze A nie jest pierwiast-
kiem réwnania wyznaczajacego, natomiast spelnia réwnianie (12). Wtedy z (11),
mamy:

Liz](t,\) = agF (). (20)
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Dalej,
O rmen) = 122 (1, 2) = aot [F'(0) + F(O) In]
N R ) - '
Stad, poniewaz A\ jest dwukrotnym pierwiastkiem réwnania F(A) = 0 mamy

L (%) (t, A1) = 0, co oznacza, ze %(t, A1) jest drugim rozwiazaniem. Wobec tego

ox =, da
t, A1) =tMInt MOSIAE Y=y G VR AL
T2 = 8/\( 1) HHZ;JG 1 ;a/\(ﬂ

Zatem

To = I Int + t/\l Z Cntn7

n=0

gdzie

%an 5\, dia n=0,1 (21)

Cn = 5‘/\ 1 a n=u1,....

Zauwazmy jeszcze, ze cg = 0 gdyz wspdlczynnik ag nie zalezy od A.
Przypadek —ry < t < 0 moze by¢ rozwazany w podobny sposob. Ponadto,
(o]

z faktu, ze Y a,t™ jest jednostajnie i absolutnie zbiezny dla |¢| < r < ro wynika
n=0

jednostajna i absolutna zbieznoéé szeregu E cpt™ dla |t < r < 79, co réwniez

uzasadnia zalozenie, ze rézniczkowanie po /\ bylo przeprowadzone wyraz po wyra-
zie. Ostatecznie 5 jest analityczne dla 0 < [t| < 7.

(iii) Na mocy zalozenia, ze pierwiastki A1, Ay réwnania wyznaczajacego sa ta-
kie, ze Ay — Ag = m, gdzie m jest dodatnig liczba naturalnag z kroku (i) do-
stajemy analityczne dla 0 < |t| < 7y rozwiazanie x; odpowiadajace A; postaci

&)
xy = [t|M YD ant™.
n=0

Dla pierwiastka Ao i zadanej ag(A2) z zaleznosci rekurencyjnej (12) mozemy
wyznaczy¢ skoficzone wartosci an,(A2), dla n = 1,2,...,m — 1. Jednakze dla
n = m pojawia sie problem, gdyz wspo6tczynnik przy a,(As) réwna sie F(Aa+m) =
F (A1) = 0. Moga tutaj, w zaleznosci od zerowania sie prawej strony réwnania (12),
wystapi¢ dwa przypadki. Jesli jest ona rowna zero, rownanie to jest spelnione dla
dowolnej wartosci a,,,, co pozwala nam réwniez wyznaczy¢ a, dlan = m+1,m+2,

. W ten spos6b dostajemy rozwiagzanie xo z (15) ze stala ¢ =0

o0
2 =t dnt™.
n=0

Jesli prawa strona réwnania (12) jest rézna od zera to w celu znalezienia dru-
giego rozwiazania wybieramy ag(A) = A — Ay, Wéwezas a,(A2) = 0 dla n =
0,1,...,m — 1 oraz a,,(A2) istnieje i jest nieokreslony. Wybierajac a,(A2) w spo-
s6b dowolny ze zwiazku rekurencyjnego (12) wyznaczamy a,,+,(A2) w zaleznosci
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od a;n(A2). W ten sposéb otrzymujemy rozwiazanie w postaci szeregu zaczynaja-
cego sie od m—tej potegi ¢ :

223 " an (M)t =t Y an(M)t" T =M af (M)t (22)
n=m n=m =0
gdzie af (A2) = ai4m(X2) dla l=0,1,.... Zauwazmy, ze wspdlczynniki af(A2) sa

wyznaczane z (12) oraz F(A;) = F(A2 + m), zatem rozwiazanie (22) jest co do
stalej réwne rozwiazaniu ;.

W celu otrzymania rozwigzania powigzanego z Ao analogicznie do przypad-
ku (ii) zalézmy, ze X nie jest pierwiastkiem réwnania wyznaczajacego, natomiast
spelnia réwnianie (12). Stad oraz z faktu, ze ag(\) = A — Ay z (11), dostajemy:

L[z](t,\) = agF(\)t» =2 (A = X))\ — A2)% (23)

Powtarzajac rozwazania z (ii) mamy L (%) (t,A2) = 0, co oznacza, ze %(t, A2)
jest drugim rozwiazaniem. Zatem

Ox A - n A - aa" n

= St de) =t 21nt7;an()\2)t +t 27;5(/\2% .
Stad, poniewaz ag(A2) = -+ = a;m—1(A2) = 0 oraz na mocy (22), mozemy zapisaé

To = cxq Int + 2 Z d,t",
n=0
gdzie
a) oraz dy = 2% (2y) (24)
C= QUm raz d, = —— .
2 oy A2

Ponadto, powtarzajac rozwazania z przypadku (ii) otrzymujemy, ze rozwiazanie
X jest analityczne dla 0 < [t] < rg, co koficzy dowdd.

UMOWA. Niejednokrotnie w niniejszym artykule twierdzenie 3 bedziemy nazywaé
twierdzeniem Frobeniusa.

UwagAa 1
Niech A1 > Ao bedq rzeczywistymi pierwiastkami rownania wyznaczajgcego. Jezeli
rozwigzanie stowarzyszone z mniejszym pierwiastkiem tego rownania Ao:

oo
x(t) = Z apt" A2
n=0

zawiera dwie dowolne stale, to jest ono rozwigzaniem ogolnym. Nie musimy wow-
czas wyznaczal rownania Stowarzyszoneqo z Ai.

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Frobeniusa réwniez jest prawdziwe, o czym
moéwi twierdzenie Fuchsa (Yosida, 1960, twierdzenie 12.1). Mianowicie, jezeli wszyst-
kie rozwiazania réwnania (5) spelniaja warunek

lim t*z(t) = 0
t—0

dla pewnej wartosci A\, wtedy funkcje tp(t) oraz t?q(t) sa analityczne w punkcie
to = 0.
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4.1. Metoda redukcji rzedu

Metoda Frobeniusa rozwigzywania réwnan rézniczkowych z regularnymi punk-
tami osobliwymi pozwala nam w latwy sposéb otrzymaé zazwyczaj tylko jedno
rozwiazanie x1(t). W celu otrzymania drugiego liniowo niezaleznego rozwiazania
mozna poshuzy¢ sie metoda redukcji rzedu. Polega ona na poszukiwaniu rozwiaza-
nia xo(t) w postaci:

xo(t) = u(t)x1(t), (25)
gdzie x1(t) to pierwsze rozwiazanie. Nastepnie, poniewaz x1(t) jest rozwigzaniem
to wstawiajac (25) do (5), mamy

u”(t)z1(t) + [227(t) + p(t)z1 ()]’ (t) = 0.
Rozwiazujac powyzsze rownanie poprzez obnizenie rzedu, dostajemy

(1) = ea:p(f2 p(t)dt)

20) (26)

e zo(t) = xl(t)/x;Q(t)exp (—/p(t)dt> dt. (27)

Ponadto zauwazmy, ze z (26) mamy, ze u'(t) # 0. Stad u(t) # const., co oznacza
liniowo niezalezno$é¢ x1(t) i xo(t).
4.2. Regularne punkty osobliwe na nieskonczonosci

Metoda szeregéw Frobeniusa moze by¢ z powodzeniem stosowana dla rownan

2"(t) + p(t)2' (t) + q(t)z(t) = 0 (28)

przy |t| — oco. W tym celu nalezy dokonaé zamiany zmiennych ¢ = % i rozwazac
rozwiazania odpowiedniego réwnania w poblizu £ = 0. Poniewaz

dx dx d%x 1 dx
="z (s) oraz - (t) = 54d52 (s) %% (5)

wigc réwnanie (28) przyjmie postaé:

o () e-oI Q) (-()e

Niech z(t) bedzie rozwiazaniem réwnania (28) dla [t| > to > 0. Wprowadzajac

x(f):x(2>’ p@:p@’ Q(g):q(§>

dla €] < % z réwnania (29), dostajemy:

_@ T @
¢ ) O+

Bedziemy méwié, ze t = oo jest regularnym punktem osobliwym réwnania (28) jesli
& = 0 jest regularnym punktem osobliwym réwnania (30).

EF(6) + ¢ (2 2(E) = 0, (30)
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UWAGA 2

Na podstawie powyzszej definicji zawwazmy, ze réwnanie (30) posiada w & = 0
reqularny punkt osobliwy wtedy i tylko wtedy, gdy funkcje p(€)/& oraz G(€)/€2 sq
analityczne w & = 0.

Zatem mozemy powiedzieé, ze:

UwacA 3
Punkt t = oo jest reqularnym punktem osobliwym réwnania (28) wtedy i tylko
wtedy, gdy (28) mozemy zapisaé w postaci

22" (t) + tp1 ()2’ (t) + 1 (t)x(t) = 0

gdzie funkcje p1(t), q1(t) posiadaje zbieine rozwiniecia w szeregi potegowe poteg
1/t dla |t| > to, to > 0.

5. Przyktady

Na wstepie tego rozdzialu podkreslmy, ze waznym przyktadem z zakresu réw-
nan rézniczkowych zwyczajnych drugiego rzedu z punktami osobliwymi jest row-
nanie Bessela:

22" (t) + ta' (t) + (2 — mP)a(t) = 0

okreslone dla dowolnych liczb zespolonych m, zwanych rzedem rownania Bessela.
Pojawia si¢ ono miedzy innymi podczas rozwiazywania, jakze istotnych réwnan
Laplace’a i Helmholtza metoda rozdzielania zmiennych we wspdlrzednych sferycz-
nych i cylindrycznych. Rownanie Bessela posiada regularny punkt osobliwy ¢t = 0
oraz nieregularny punkt osobliwy ¢ = oo, a jego rozwigzaniami sa funkcje Bes-
sela Jp, (). Ze wzgledu na obszerne informacje na temat metod rozwiazywania
réwnania Bessela wystepujace w literaturze polskiej, m.in. Lenda (2004), Palczew-
ski (2004), w naszej pracy ograniczamy si¢ wylacznie do rozwiazania szczegdlnego
przypadku dla m? = i (co uczynimy w przykladzie 2).

W niniejszej czesci, korzystajac przede wszystkim z twierdzenia Frobeniusa,
przedstawimy réznorodne mozliwe sposoby rozwigzywania réwnan rézniczkowych
drugiego rzedu z regularnymi punktami osobliwymi. Jak bylo to udowodnione
wczesniej, co najmniej jedno z rozwigzan rownan z regularnymi punktami osobli-
wymi jest w postaci szeregu Frobeniusa, dlatego przede wszystkim interesujace sa
sposoby wyznaczania rozwigzania .

Pierwsze dwa przyktady pokazuja jak mozna postepowaé w przypadku otrzy-
mania réwnania wyznaczajacego, ktorego réznica pierwiastkow jest liczba catko-
wita. W przykladzie 1. w celu otrzymania drugiego rozwiazania postuzymy sie me-
toda redukcji rzedu, natomiast przyklad 2. ilustruje mozliwos$¢ otrzymania dwoch
rozwigzan w oparciu o mniejszy z pierwiastkéw rownania wyznaczajacego. Przy-
ktad trzeci i czwarty pokazuja rézne mozliwosci powstate w przypadku, gdy pier-
wiastek jest dwukrotny. W przykladzie 3. posta¢ drugiego rozwiazania dostanie-
my podstawiajac odpowiedni wzér z twierdzenia 3 do rozpatrywanego rownania,
podczas gdy w przykladzie 4. nieznane w xo wspolczynniki wyznaczymy przez
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rézniczkowanie a,(\). Nie rozwiazujemy tutaj przykladéw najlatwiejszego przy-
padku, gdy pierwiastki réwnania wyznaczajacego sa rézne. W wypadku tym, jak
réwniez w celu zapoznania sie z wieksza iloScia ciekawych przyktadéw, zacheca-
my Czytelnika do lektury Lenda, Spisak (2006, rozdzial 2). Na koricu rozdzialu
zainteresowany Czytelnik znajdzie przyklady do samodzielnego rozwiazania wraz
z podanymi odpowiedziami.

W przykladach 1-3 punkt ¢y = 0 jest regularnym punktem osobliwym (co
pozostawiamy do sprawdzenia Czytelnikowi), natomiast w przykladzie 4 regular-
nym punktem osobliwym jest t = co. Naszym zadaniem jest znalezienie rozwiazan
w poblizu tych punktéw.

PRZYKEAD 1
Znajdziemy rozwigzania rownania

te" —tz' —x = 0. (31)

Zgodnie z metoda Frobeniusa wstawiajac funkcje z, x’, " w postaci szeregéw
(9)-(10) do réwnania (31) otrzymujemy:

Z(n +A)(n+ A= 1Dapt" 1 — Z(n + A+ Da,t" =0 (32)
n=0 n=0

oraz réwnanie wyznaczajace A(A — 1) = 0. Jego pierwiastkami sa Ay = 1 oraz
A2 = 0. Réznica A1 — Ay jest liczba caltkowita, wigec dostajemy przypadek (%)
twierdzenia Frobeniusa. Z zaleznoéci (32) poréwnujac wspélczynniki przy ¢"+A
otrzymujemy wzér rekurencyjny na wspétczynniki a,, :

(n+X—1)a, —apn—1 =0, dlan>0. (33)
Stad
1
Ay = man_17 dla n Z 1, (34)

oilen+A—-1#0.

Rozwazmy najpierw wiekszy z pierwiastkéw réownania wyznaczajacego, dla
ktoérego na mocy twierdzenia 3 rozwiazanie bedzie w postaci szeregu Frobeniu-
sa. Wstawiajac w (34) A = A\; = 1 otrzymujemy wzér rekurencyjny a, = ~a,_1.
Stad za$ a,, = %ao, wigc rozwiazanie x1 réwnania (31) ma forme:

=apt [ 1 1t 1t2 1t3 lt" = agtet
1 =Qo +F +§ +§ ++E + ... = apte”.

W przypadku mniejszego z pierwiastkdéw jezeli postapilibysmy tak jak dla A;
otrzymalibySmy sprzeczno$é. Rzeczywiscie, podstawiajac w (33) A = Ay = 0 mie-
liby$my (n — 1)a,, = a,—1. Podstawiajac w tym wzorze n = 1 otrzymaliby$my, ze
ag = 0, co jest sprzeczne z zalozeniem, ze ag # 0.
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Posta¢ rozwiazania 1 sugeruje uzycie metody redukcji rzedu opisanej w 4.1
W tym celu postugujac sie wzorem (27) dostaniemy

1, 1, [t
X9 = %te /t%Qtexp </(1)dt> dt = a—ote /tTdt'

Nastepnie, poniewaz zachodzi formuta (Bronsztejn, Musiol, Siemiendiajew, Miih-
lig, 2004, catki 451-452 str. 1147)

e " e’ 1 (—z) (-2 | (-x)°
C ar=-%__2-[1
/x2 T Ty 2(][1‘(’“°+1-1!+2.2!JF3-3!Jr ’

mamy

L[ et 1 (=) (=) (=)

SN NCI |

EST +

2.2 33l

1 1
=— —te'lnt — — |1
2&06 " 2a0|: +

Ponadto mozemy zauwazy¢, ze rozwiazanie xo jest postaci takiej jak w (15).

PRZYKEAD 2
Tym razem sprobujemy znaleZé rozwigzania réwnania

1
22" +ta’ + <t2 — 4) x =0.

Dokonujac odpowiednich podstawien oraz elementarnych przeksztatcen, dostanie-
my

o0 1 o0
3 [m R 4} 0t 13 @, =, (35)
n=0 n=0

W tym przypadku réwnanie wyznaczajace jest postaci A% — % = 0, zatem jego
pierwiastkami sg liczby A\; = %, Ao = —%. Ich réznica jest liczba catkowita, wiec
mamy do czynienia z przypadkiem (i) twierdzenia 3. Sprébujemy skorzystaé tu-
taj z Uwagi 1, zgodnie z ktéra moze si¢ okazaé, ze rozwigzanie odpowiadajace
mniejszemu z pierwiastkéw réwnania wyznaczajacego (czyli A = —%) zawiera dwie
dowolne state. Wtedy to rozwigzanie bedzie jednocze$nie rozwiazaniem ogdlnym
rozwazanego przez nas réwnania.

Poréwnujac wspétezynniki przy t"+2 w réwnaniu (35), otrzymamy zaleznosé
[(n +2+ )2 — %] Gn+2 + a, = 0. Kladac teraz A = Ao = f%, dostaniemy

-1
nte = ———————ay, dlan >0. 36
2= ) = (36)
7 drugiej strony, poréwnujac wspélczynniki przy t' dla A = —%, mamy

0-a; =0, zatem a; jest dowolng liczba rzeczywista rézna od zera. Mozemy teraz
wyznaczy¢ kilka kolejnych wyrazéw ciagu (36):
-1 -1 1 1 -1 -1

a2 = Gap, asz = ai, a4 = —~0ag, Ay = 01, Ag = ag, a7 =

21 30 A1 5! 6! At
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wiec rozwiazanie xo jest postaci

w (4 t2+t4 t6+ Ly t3+t5 t7+
To = -t === +... — — =t == +...
2T/ 2l "4l 6l NG 35l 7!
oo

=2 (D) o0, 01 5~ (D" p2ntl _ sin
\/ﬂnz:% (Qn)!t +\/mnz:%(2n+l)~ \/>cost+\/> ‘.

Jest to jednocze$nie rozwiazanie ogdlne rozpatrywanego réwnania. Proponujemy
Czytelnikowi sprawdzenie tego faktu poprzez wyznaczenie rozwiazania dla A =
A= 1

PRZYKEAD 3
Znajdziemy rozwigzania rownania

t22” —tx' + (2 + 1)z = 0. (37)

Poszukujemy rozwigzania w postaci szeregu Frobeniusa. Kladac funkcje z,
2, &” w postaci szeregdéw (9)-(10) do réwnania (37) otrzymujemy:

Z [(n+A)(n+X—2)+ 1]ant”+>‘ + Z ant" 2 =0, (38)
n=0 n=0

Poréwnujac wspétezynniki przy potedze t* dostajemy réwnanie wyznaczajace (A —

1)2 = 0, co oznacza, ze mamy przypadek (i) twierdzenia 3: \; = Ay = 1. W zwiaz-

ku z tym tylko jedno z rozwigzan bedzie w postaci szeregu Frobeniusa.
Wstawiajac w (38) A = 1 dostajemy:

o) o)
§ n2antn+)\ 4 § an,QtTL—i_)\ =0
n=0 n=2

Stad, wyznaczajac zaleznosci pomiedzy wspoétczynnikami a, dla n > 1, mamy

ag # 0;

o = — 75 = D oy, dlak>1;
2k = TRz @2k—2 = 22F (k)2 ao, a Rk =z 13

a2k+1 = O, dla k Z 0

Zatem rozwiazanie x; z doktadnosci do stalej ma forme:

(=1 (-1)? (=" on
7R (1!)2t2+ 5 (2!>2t4+...+mt2 +>

T = aot (1 —+
= aot . Jo(t),

gdzie Jy(t) jest funkcja Bessela pierwszego rodzaju rzedu 0.
Niech ap = 1. Wyznaczymy teraz drugie rozwiazanie o réwnania (37). Szuka-
my go w postaci wlasciwej do przypadku (i) twierdzenia 3:

oo
To = I Int + Z bntn+1. (39)

n=1
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Roézniczkujac dwukrotnie (39), a nastepnie wstawiajac xz2, x5, 24 do (37), mamy
=0
oo
(t2x1 —tzh + (2 + 1)y ) Int+ 2tz — 21 + Y _ byt

n=1

i n+1)b t”+1+z (n+1)b, t”+1+2b t"t =0, (40)

n=1 n=1

Nastepnie, poniewaz z1 = t - Jo(t), gdzie Jo(t) = Z 22,1(71,)2 2" wynika, ze

o0

4n
/ _ n 2n+1
2tz — 2wy = g (-1) 72%(”!)215 .

n=1

Stad z (40) dostajemy

Z 22n t2"+1+z (n = 1)2by 1 + b_s] £ + byt? + dbyt® = 0.,
n=1 n=4

Ostatecznie wyznaczajac kilka kolejnych wyrazéw ciagu (by,) :

1 3 3
=g B=0 b=

otrzymujemy drugie rozwigzanie réwnania (37):

1 3 3
—¢lnt- -3 2 YT )
vz =thnt-Jo(t) <4t 128t 512t )

by =0, b=

PRZYKEAD 4
Znajdziemy teraz rozwigzania réwnania
, 1456, 1

—0 A1
et e (41)

dla duzych t.

Dokonujac w powyzszym réwnaniu zamiany ¢t = % i stosujac przeksztalcenia
opisane w czesci 4.2. dostajemy

EQ+67" - €3 -6T +4T5 =0, (42)

gdzie T(§) = x(g) Jak latwo sprawdzié¢ punkt £ = 0 jest regularnym punktem
osobliwym réwnania (42). Zatem, na mocy definicji, punkt ¢ = oo jest regularnym
punktem osobliwym réwnania (41).

Przystapimy teraz do rozwiazania réwnania (42). Kladac w nim funkcje T,
7', " w postaci szeregéw (9)-(10) zmiennej & dostajemy:

oo (oo}

DI +Nm+ A =4 +4an™ P+ (n+ M) 2a, "M =0 (43)
n=0 n=0



[156] Damian Wiéniewski, Krzysztof Zyjewski

Tutaj réwnanie wyznaczajace jest postaci (A — 2)? = 0, co oznacza, ze kolejny raz
mamy przypadek (i) twierdzenia 3: A\; = Ay = 2.

W zaleznosci (43) poréwnujac wspétezynniki przy €A otrzymujemy wzér
rekurencyjny na a, () :

—(n+X—1)32 —(n+X—1)2
= = > 1.
an () (n+)\)(n+)\—4)+4an_1 (n+X—2)2 an-1, dlan=1
Stad,
n(n+)\—1)2
= (-1 > 1.
an(A) = (=1) O-1)? ag, dla n>1 (44)

Wstawiajac A = 2 do (44) mamy a,(2) = (—=1)"(n + 1)%ag. Zatem rozwiazanie T
réwnania (42) ma postaé

T = OZ "(n +1)%m (45)
n=0

W tym przyktadzie rozwiazanie T5 otrzymamy, stosujac nastepujacy wzor
z twierdzenia 3

@:flln\aﬂﬂhgcnf“, gdzie ¢, = 1 (\). (46)

W celu wyznaczenia wspélczynnikéw c,, korzystamy z zaleznosci (44). Rézniczku-
jac, mamy
2n(n +A—1)

- 1P

Zatem, kladac w powyzszym wzorze A = 2 oraz (45)-(46), otrzymujemy drugie
rozwigzanie réwnania (42) postaci

a'(3) = (~1)"ag

To = ap In[¢] Z (n+1)%€" + ap&? Z D" on(n 4+ 1)¢".  (47)

n=1

Ostatecznie na mocy podstawienl ¢ = E’ (&) ==z ( ) (45) i (47) otrzymu-

jemy dwa rozwiazania réwnania (41) w poblizu regularnego punktu osobliwego
t = oo W postaci

) —aoz "(n+1)? <1)n
: ivl)”(m vt (1) v (1) Senzmeen (1)

To =apln ;
n=0




Metoda Frobeniusa, czyli o rozwiazywaniu pewnej klasy réwnan rézniczkowych [157]

ZADANIE 1
Znajdz dwa liniowo niezalezne rozwigzania w poblizu reqularnego punktu osobliwe-
go tg = 0:

a) 2t22" + 5tz + (t+ 1)x = 0, b) 922" — (2 - 2)x =0,

c) 2z — (t+t3)2' +2 =0, d) t?z" +3ta’ + (1 —t)z =0,

e) tt—1)a" + (Bt —1)z’ + 2 =0, f) te" + 22" +tx =0,

g) t2a" —2tx' + (2 -3z =0, h) t?z" —tz' + (t — 3)x =0,

Odpowiedzi:

) 1=l (1= b e = gt ) ma =t (L=t 3= )
b) a1 =3 (14 261% + sgapggtt +.-) s 22 =13 (1+ got® + gzt +-.);
¢) w1 =te', my=a1Inft|+ e (—t* + 75t — g5ttt +..);

(oo}
d) 21 =t"" Y Gipt™ w2 =anft] = (24 3+ {5517 + 5310 + )

n=0
In [t

e) xl:i7 Ty = il_lt" ) .
f) oy =1— 524 Lot — =t gy — g Ly 13— sty
g) xlzt(1+%t2+it4+...)7 $2:t2(1+%t2+ﬁlot4+«~);

.3 1 142 1 43
h) @ =13 (1= 3t + 55t° — et +--)
@y = g [t + 7 (14 5t + 517 + 56t° + .. ).
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