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Kontekst Przekazu w Matematyce®

Abstract. We introduce the concept of the context of transmission. It covers
the ways in which mathematical knowledge and mathematical abilities are
transmitted in education and popularization of mathematics. We stress the
role of intuitive explanations in these processes. Several examples of such
explanations are presented, related to: linguistic explanations, perception,
empirical models, and internal explanations inside mathematics itself.

1. Uwagi wstepne

W ogélnej metodologii nauk od dawna funkcjonuje odréznienie: kontekstu od-
krycia oraz kontekstu uzasadnienia. W przypadku matematyki mozemy je rozu-
mieé¢ nastepujaco: Kontekst odkrycia. Dochodzenie do nowych wynikéw matema-
tycznych oczywiscie nie daje sie przedstawi¢ w postaci procedury algorytmicznej,
bazujacej na jakim$ efektywnym przepisie. To, co mozna badaé, sa (gorzej lub
lepiej rozpoznawalne) uwarunkowania twoérczo$ci matematycznej. Skladaja sie na
nie m.in.: biezacy stan wiedzy w danej dyscyplinie (okreslajacy m.in. takze niewie-
dze, problemy oczekujace rozwiazan), motywacje z innych nauk (przede wszyst-
kim nauk fizycznych) bazujace na przekonaniu, ze matematyka daje sie w nich
skutecznie stosowaé, trudne do obiektywnego scharakteryzowania czynniki natury
estetycznej (profesjonalni matematycy chetnie o tym wspominaja) oraz — jeszcze
trudniejsze w opisie — indywidualne zdolnosci poszczegdlnych matematykéw (nie
istnieje przeciez formula ustalajaca co robi¢, aby mie¢ talent). Badaé¢ mozna réw-
niez postepowanie profesjonalistéw w dochodzeniu do nowych twierdzen i teorii,
o ile oczywidcie jest sie w posiadaniu raportéw na ten temat. Rezultaty pracy mate-
matyka, w postaci publikacji, sa podobne do dziel sztuki: widzimy efekt koncowy,
natomiast droga do jego uzyskania pozostaje ukryta. W trakcie pokonywania tej
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drogi, matematyk moze odwolywaé sie np. do wskazdéwek indukcyjnych (sugestii
dla postawienia hipotezy), rozumowan przez analogi¢ (na podstawie zauwazonych
podobienstw strukturalnych), sktonnosci do uwogélniania (typowej dla dzialalnosci
matematykéw i czesto prowadzacej do lepszego rozumienia zagadnien), poszuki-
wania kontrprzykladdw (pozwalajacych okresli¢ zasieg stosowalnosci twierdzenia),
itd. Czesto podkredla sie, ze niezbywalnym czynnikiem w kontekscie odkrycia jest
intuicja matematyczna, o ktérej bedziemy jeszcze mieli okazje powiedzie¢ pare
stow ponizej.

Kontekst uzasadnienia. Obejmuje to wszystko, co ma gwarantowaé¢ poprawnosé
wynikow matematycznych. Podstawowa jest oczywiscie procedura dedukcji, czyli
wyprowadzania twierdzen z przyjmowanych zalozen z zachowaniem wynikania lo-
gicznego. W praktyce uzasadnianie twierdzen matematycznych polega na wyposa-
zeniu ich w dowody matematyczne. Powszechnie przyjmowany jest poglad, ze kazdy
dowdd matematyczny moze w zasadzie zostaé¢ poddany rekonstrukeji (uzupelnie-
niu) w taki sposéb, ze jej wynikiem jest dowdd w sensie logicznym, czyli konstrukcja
sktadniowa zlozona z poszczegdlnych krokow dowodowych powiazanych na mocy
przyjmowanych regul wnioskowania, bazujacych na wynikaniu logicznym. Osobna
sprawg jest uzasadnianie przyjmowanych aksjomatéw: w tym przypadku wazne sa
wzgledy natury logicznej (np. niezalezno$é aksjomatéw), metodologicznej (,,moc
dedukcyjna” aksjomatéw), pragmatycznej (m.in. ich oczywistosé, ale takze walory
estetyczne). Podobnie, dobdr pojeé pierwotnych uzalezniony jest od ich ,mocy de-
finicyjnej”, ich naturalnosci oraz oczywistosci. Do kontekstu uzasadniania wlaczy¢
nalezy takze refleksje metateoretyczna zawodowych matematykéw, dotyczaca tego,
ktore z metod (uzywanych np. w konstruowaniu lub obliczaniu) nalezy uwazaé za
poprawne. Czesto powtarzanym sloganem jest uwazanie dowodzenia jako potwier-
dzania intuicji matematycznej, co wskazuje na jedno z potaczen miedzy obydwoma
wspomnianymi kontekstami.

Proponujemy dodaé do tych dwoéch kontekstéw trzeci, ktéry nazywamy —
umownie — kontekstem przekazu. Zauwazmy najpierw, ze w kontekscie odkrycia
mowa jest przede wszystkim o tworzeniu matematyki, zas w kontekscie uzasadnie-
nia o jej uprawianiu, a wlasciwie o prezentowaniu otrzymanych wynikéw z zacho-
waniem obowiazujacych standardéw. Sa jednak inne jeszcze obszary aktywnosci
intelektualnej, w ktorych wystepuje matematyka. Do najwazniejszych z nich na-
leza:

1. Uczenie sie matematyki.

2. Nauczanie matematyki.

3. Popularyzacja matematyki.

4. Zastosowania matematyki w innych naukach oraz w filozofis.
5. Wykorzystanie matematyki w sztuce.

Chcieliby$my przez kontekst przekazu rozumieé¢ pierwsze trzy z wyzej wymie-
nionych typéw aktywnosci. Wyodrebniaja sie one od pozostalych tym, ze dochodzi
w nich wlaénie do przekazu: wiedzy, zalecen dotyczacych umiejetnosci oraz kom-
petencji o charakterze matematycznym. W kazdym z tych trzech obszaréw mowi
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sie i pisze na temat samej matematyki, a wiec nie chodzi w nich jedynie o przekaz
treéci matematycznych, lecz w gre wchodzi takze naklonienie odbiorcy do aktyw-
nosci intelektualnej, ktéra owocowaé ma lepszym rozumieniem omawianych idei.
W tego typu przekazach wykorzystujemy co$ wiecej niz w takich aktywno$ciach
matematycznych, jak dowodzenie twierdzen i wykonywanie obliczen. Sadzimy, ze
podstawowym skladnikiem owej nadwyzki sa objasnienia intuicyjne i wlasnie im
poswiecone sa dalsze rozwazania. Nie bedziemy natomiast zajmowaé sie innymi
aspektami dziatan wykonywanych we wspomnianych trzech obszarach.

Objaénienia intuicyjne maja oczywiscie wspomagaé proces rozumienia: pojec,
twierdzen, konstrukcji, idei matematycznych. Podstawowa sprawa jest odréznie-
nie dobrych (trafnych, poprawnych) intuicji od intuicji ztudnych, prowadzacych
do znieksztalcenia rozumienia omawianych idei matematycznych. Zaréwno w pro-
gramach nauczania, jak i w samych podrecznikach pisze sie¢ czesto, ze do pod-
stawowych zadan dydaktyki matematyki nalezy wyksztatcenie poprawnych intuicji
matematycznych. Powstaje pytanie: czy cel ten jest osiagniety juz wtedy, gdy
uczen wykonuje wszystkie obliczenia i kroki dedukeyjne zgodnie z zalecanym stan-
dardem, otrzymujac poprawne odpowiedzi? Czy tez wymagane jest przy tym cos
wiecej, co angazuje proces rozumienia wykonywanych dzialan? Wreszcie, jak mo-
zemy rozpoznaé, ze doszlo do takiego rozumienia?

Szczegdlng wage w naszych rozwazaniach przywiazujemy do dzialan edukacyj-
nych, dotyczacych terapii matematycznej: takiego wykladu matematyki na po-
ziomie uniwersyteckim (dla studentéw kierunkéw pozamatematycznych), ktory
pomdgtby stuchaczom pozby¢ sie traumatycznych uprzedzen wobec matematyki,
z réznych powodéw wyniesionych z edukacji szkolnej. O celowosci tego typu dzia-
tan przekonuje nas kilka dekad do$wiadczen dydaktycznych, podczas ktérych stale
mieliSmy styczno$¢ z tego typu uprzedzeniami ze strony stuchaczy.

Sadzimy, ze stosunkowo malo uwagi poswieca sie nauczaniu matematyki doro-
stych, w poréwnaniu z zaangazowaniem teoretykow i praktykéw dydaktyki w opra-
cowywanie nowoczesnych i skutecznych metod nauczania dzieci i mtodziezy szkol-
nej. Trzeba rzecz jasna zgodzié sie z pogladem, ze najlepsze efekty daje nauczanie
matematyki w mozliwie mtodym wieku i ze wspomniane zaangazowanie jest cal-
kowicie usprawiedliwione. Uwazamy tez jednak, ze nalezy wykorzysta¢ ostatnia
z mozliwosci prowadzenia edukacji matematycznej, jaka sa studia wyzsze (caly
czas méwimy tu o kierunkach pozamatematycznych) i dolozy¢ staran — w duzej
czesci naprawczych — aby takze mtodziez studencka opuszczala uczelnie bez awer-
sji do matematyki, bez strachu przed nia, prowadzacego czesto do jej lekcewazenia.
I aby zostala matematyka zaciekawiona i doceniala jej role w kulturze.

2. Wstepne hipotezy

Wprowadzajac nowe pojecie zadba¢ musimy o jego charakterystyke, podajac
jego zakres oraz cechy konstytutywne jego desygnatow, a takze czynione na jego
temat zalozenia. Trzeba réwniez zadeklarowaé, jak rozumiemy inne pojecia, pet-
nigce role pomocnicza, a wiec w naszym przypadku takie pojecia, jak: rozumienie,
objasnienie intuicyjne, intuicja matematyczna, dobra (poprawna) intuicja w od-
roznieniu od zlej.



[122] Jerzy Pogonowski

Uwazamy, ze termin intuicja matematyczna stosowany jest w literaturze (filo-
zoficznej i dydaktycznej) dla oznaczenia wielu réznorodnych tresci, przez co wcale
nie zyskuje on na klarownosci. Chcieliby$my odrézniaé rodzaje (poziomy) tego
typu intuicji, dla przyktadu:

1. Intuicje przededukacyjne. Zwiazane sg z naszym uposazeniem poznawczym
oraz sfera doswiadczenia potocznego. Sadzimy, ze zaliczy¢ do nich mozna np.
subitacje oraz intuicyjne przekonania o statusie geometrycznym lub topolo-
gicznym, np. odréznianie wnetrza od zewnetrza.

2. Intuicje nabywane w procesie edukacji. Te intuicje wpajane nam sa w trakcie
nauczania matematyki w szkole i na uczelni. Dla przykladu, szeregowanie
obiektéw oraz ustalanie stabilnosci liczebnosci kolekcji przedmiotéw prowa-
dzi do podstawowych intuicji zwigzanych z liczeniem.

3. Intuicje profesjonalnych matematykow. Do tej grupy zaliczamy przeczucia,
przekonania, wyobrazenia, itp. przeksztalcane w sposéb nieformalny przez
matematykéw, ktére leza u podstaw ich twérczosci. Czym sa te intuicje wy-
jasni¢ moga chyba jedynie sami zawodowi matematycy. Niezwykle trudno
jest bowiem dokonywaé takich interpretacji tekstéw zrédlowych, ktére po-
zwoliltyby w sposéb jednoznaczny wyjawi¢ czynniki intelektualne sterujace
procesem dochodzenia do nowych idei matematycznych.

Osobng sprawa jest to, na ile intuicje z wymienionych wyzej pozioméw pod-
legaja werbalizacji, czyli wyrazeniu zywionych przekonan w sposob artykulowany.
Intuicje moga by¢ wyobrazeniami lub przekonaniami. Moga by¢ motywowane
uprzednimi dos$wiadczeniami podmiotu, ale mogg tez bazowaé na jego zwerba-
lizowanej wiedzy. Wsrdd intuicji kazdego z wymienionych pozioméw dokonywaé
mozna dalszych rozréznien. Dla intuicji pierwszego poziomu dystynkcji takich do-
starczaja nauki kognitywne. Dydaktyka matematyki poswigca uwage przerdéznym
intuicjom drugiego poziomu. Do odrézniania intuicji trzeciego poziomu wykorzy-
sta¢ mozna, jak sadzimy, np. style myslenia w matematyce, przez co rozumiemy
m.in. styl algebraiczny, styl geometryczny. Niektorzy matematycy mistrzowsko opa-
nowali kombinatoryczny sposéb myslenia (np. Paul Erdés), inni postuguja sie kom-
petentnie wyobrazeniami przestrzennymi (np. William Thurston), itp.

Nasze dalsze uwagi beda dotyczyly intuicji drugiego z wymienionych pozio-
moéw. Interesuje nas bowiem w niniejszym tekscie to, jak mozna intuicje tego typu
ksztaltowad, jak kultywowaé dobre (poprawne) intuicje i jak wystrzegaé sie zlych
(zludnych) intuicji.

Przyjmujemy, Ze znaczenie poje¢ matematycznych jest okreslone wylacznie
w odnosnej teorii, w ktorej wystepuja te pojecia. W szczegdlnosci, znaczenie po-
je¢ pierwotnych danej teorii wyznaczone jest jej aksjomatami, a znaczenie pojeé
definiowanych wywie$¢ mozna z ich definicji. To, w jaki sposéb uzywamy pojec¢
w rozwijaniu danej teorii jest zdeterminowane tak okreslonymi ich znaczeniami.
Zdajemy sobie sprawe, ze to podejscie moze by¢ krytykowane, np. poprzez od-
wolanie sie do oczywistego faktu uprawiania poszczegdlnych dyscyplin matema-
tycznych w ich stadium przedaksjomatycznym, przez wiele stuleci. Sadzimy, ze
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w takich przypadkach znaczenia uzywanych poje¢ okreslane byly przez sposoby
ich uzZywania.

W kontekscie przekazu znaczenia pojeé (wyznaczone przez teorie) opatrywane
sa objasnieniami intuicyjnymsi. Mowiac o intuicyjnym znaczeniu np. pojecia calki,
liczby zespolonej, liczb 7 oraz e, itd. mozna, jak sadzimy, odwolywaé sie do dwoch
roznych spraw:

1. Intuicji, ktore towarzyszyly matematykom przy wprowadzaniu rozwazanego
pojecia. W tym przypadku odwotujemy sie zatem do kontekstu odkrycia.

2. Intuicji, ktére przywolujemy dla uzyskania rozumienia omawianego (w pod-
reczniku lub na wykladzie) pojecia. W tym przypadku nasze komentarze
stanowia dodatek do znaczenia pojecia, ustalonego w teorii. Te objasnienia
nalezg zatem do kontekstu przekazu.

W sklad kontekstu przekazu wchodzg dzialania (proces dydaktyczny, dzialal-
no$é¢ publicystyczna), dzieki ktérym osiaga¢ mozemy rozumienie poje¢ matema-
tycznych, a takze wytwory takich dzialan, czyli powstajace w ich wyniku teksty,
nagrania odczytow, filmy. Od akademickiego wykladu matematyki r6zni¢ sie one
moga takim oddzialywaniem na wyobraznie czytelnikow, stuchaczy, widzow, ktére
co$ dodaje do kanonicznych treéci wyktadu. Tym dodatkiem sa wlasnie objasnienia
intuicyjne, pozwalajace na tworzenie reprezentacji mentalnych omawianych pojec.

Terminu objasnienie uzywamy tu celowo i chcemy odréznia¢ objasnienia od
wyjasniania w matematyce. Ten drugi termin rozumiemy za$ tak, jak czyni sie
to w ogélnej metodologii nauk. Wyjasniamy jaki$ fakt przez wskazanie stosow-
nego prawa, ktorego fakt ten jest konsekwencja. Na temat specyfiki wyjasniania
w matematyce pisze si¢ np. w: Lange (2014), Mancosu (2015), Steiner (1978).

Objasnienia intuicyjne proponujemy natomiast rozumieé jako argumentacje
innego rodzaju. Chcemy je mianowicie traktowa¢ jako pomoce stuzace do oswa-
jania znaczen poje¢ matematycznych. Moga to byé pomoce wizualne (rysunki,
diagramy, gesty, filmy), eksplikacje lingwistyczne (z wykorzystaniem np. metafor),
odwolania do modeli fizycznych (np. mechanicznych). Akceptujemy poglad wyra-
zony przez Anne Sierpiniska, ze obiekty matematyczne nie sg po prostu widziane,
ale sa widziane jako co$ (Sierpinska, 1994). Kazdy rozdzial ksiazki Sierpinskiej
zawiera motto z prac Poincarégo; na pierwszej stronie znajdujemy nastepujacy
fragment z jego Science and Method (Sierpinska, 1994, s. 1):

We are in a class of the fourth grade. The teacher is dictating: ‘A circle
is the position of the points in a plane which are at the same distance
from an interior point called the centre’ The good pupil writes this
phrase in his copy-book and the bad pupil draws faces, but neither of
them understands. Then the teacher takes the chalk and draws a circle
on the board. ‘Ah’, think the pupils, ‘why didn’t he say at once, a circle
is a round, and we should have understood’.

To wtlasnie jest typowy przyklad objasnienia intuicyjnego. Wiaze ono podanag
na poczatku definicje z przedstawieniem (wyobrazeniem, reprezentacja mentalna,)
obiektu, ktory spelnia warunek tej definicji. Moze warto dodaé, ze w podanym
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przedstawieniu odwolujemy sie do ustalonej metryki, wyznaczonej przez wartos$c
bezwzgledna. Jak wiadomo, przedstawienie okregu w innej metryce (np. takséw-
kowej lub Czebyszewa) wyglada calkiem inaczej.

W kontekscie przekazu odnosimy sie zatem do pewnych komplekséw, ztozonych
z poje¢ wraz z metodami ich wprowadzenia i towarzyszacymi tym metodom ko-
mentarzami. Bedziemy takie kompleksy nazywali pojeciami wprowadzonymi przez
objasnienie. Konkretne przyklady staramy sie¢ podaé¢ w nastepnej czesci tekstu.

Jesli chodzi o zalozenia filozoficzne dotyczace kontekstu przekazu, to nie wi-
dzimy w tym miejscu potrzeby dokladniejszej ich analizy. Poprzestaniemy na de-
klaracji, ze w naszej opinii matematyka w jej kontekscie przekazu powinna jawic
sig jako:

1. Nauka o wzorcach. Poczatki matematyki biora sie z reprezentacji (wybra-
nych aspektéw) $wiata. Konstruowanie takich reprezentacji pozwala ujaw-
ni¢ wystepujace w nich wzorce — swoiste regularnosci. Wzorce moga by¢
numeryczno-arytmetyczne (zwiazane z ustalaniem stalodci liczebnosci kolek-
cji), algebraiczne (zwigzane z wlasnodciami dzialan na obiektach, symetrie),
porzadkowe (zwiazane z rozmieszczeniem obiektéw wzgledem danych rela-
cji), moga dotyczyé¢ ksztaltu, przestrzeni, pozycji, odleglosci (konstrukcje
geometryczne, topologiczne), moga dotyczyé ruchu i zmiany (pojecia analizy
matematycznej, geometrii i topologii rézniczkowej), moga wreszcie dotyczy¢
samych rozumowari matematycznych (pojecia logiki matematycznej), obli-
czalnodci (pojecia teorii rekursji oraz réznych dzialéw informatyki), czestosci
(rachunek prawdopodobienistwa i statystyka matematyczna), itd.

2. Nauka o rozwigzywaniu problemow. Praktyka badawcza matematyki obej-
muje wiele typéw dziatalnosci. Przede wszystkim, jest to dowodzenie twier-
dzen. Inne typy tej dziatalnosci to, m.in.: uogélnianie, abstrahowanie, tworze-
nie pojeé, stawianie hipotez, przedstawianie nowych (lepszych, prostszych,
bardziej eleganckich) dowodéw juz znanych twierdzeni, wyobrazanie sobie,
szukanie kontrprzyktadéw, przeprowadzanie rozumowan przez analogie (pro-
wadzacych np. do rozwazania nowych dziedzin matematycznych), rozpatry-
wanie szczegblnych przypadkéw, klasyfikowanie, szukanie nowych aksjoma-
tow, sigganie po motywacje ptynace z nauk empirycznych, poszukiwanie no-
wych punktéw widzenia, przeprowadzanie (niekiedy zmudnych) rachunkéw,
mys$lenie przekorne, itd. Na poczatku kazdego z takich dzialan mamy do
czynienia z problemem poznawczym. W jego rozwiazaniu korzystamy z do-
stepnych, sprawdzonych juz w dzialaniu metod, ale takze z tworzonych na
nowo heurystyk. Pozwalamy sobie sadzi¢, ze wielu matematykdéw zgodzi sie
z opinia, ze matematyka moze by¢ takze postrzegana jako sztuka rozwiazy-
wania probleméw (oraz tworzenia poje¢), przy czym ten artystyczny aspekt
matematyki poddany jest oczywiscie rygorom, narzucanym przez nature ro-
zumowan matematycznych.

3. Przyktady

Niniejsza notatka jest pierwszym tekstem dotyczacym kontekstu przekazu,
ktory probujemy opublikowaé. Nie podejmujemy jakiejkolwiek préby syntezy, do-
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konamy jedynie przegladu przykladow typoéw dzialan angazujacych objasnienia
intuicyjne, ktére — naszym zdaniem — odgrywaja istotna role w przekazie wiedzy
matematycznej oraz wyksztalcaniu umiejetnoéci matematycznych.

3.1. Objasnienia werbalne

Uprawiamy matematyke w jej jezyku, ktory jest jezykiem sztucznym (specjal-
nie skonstruowanym) z wyraznie i precyzyjnie okre$lonymi zasadami sktadni. Dla
uczacych sie matematyki jest to jednak poczatkowo jezyk obcy. W dodatku, jest
to dziwny jezyk obcy, bo wykorzystuje wiele wyrazen ich jezyka ojczystego, ktére
rygorystycznie kaze si¢ rozumie¢ w zalecany sposob, czesto ujmujac cos ze zna-
czenia potocznego tych wyrazen, do ktérego uczacy sie przywykli lub proponujac
calkowicie nowe ich znaczenie.

Samo nadanie szaty slownej matematycznym wyrazeniom symbolicznym nie
moze jeszcze pretendowaé do miana intuicyjnego objasnienia, cho¢ moze dla nie-
ktorych byé pomocne. Czasem sformutowania symboliczne wymagaja w ,,przetiu-
maczeniu” ich na jezyk etniczny jawnego wyrazenia pewnych domyg$lnych tresci.
Gdy np. chcemy wyrazi¢ stownie znaczenie wyrazenia:

Ve > 030 > OVaVy(d(z,y) < § = d(f(z), f(y)) < &),
to zapewne uczynimy to w sposéb nastepujacy:

Dla dowolnie mafej dodatniej liczby e istnieje dodatnia liczba 0 taka,
ze jesli odlegloéé d miedzy argumentami funkcji f jest mniejsza od 4,
to odleglo$¢é miedzy wartosciami funkcji f dla tych argumentéw jest
mniejsza od . Parafrazujac, jesli argumenty funkcji sa wystarczajaco
bliskie, to wartosci funkcji sa dowolnie bliskie. Ponadto, ,,wystarczajaco
bliskie” jest tu rozumiane tak samo dla dowolnej pary argumentow.

Widoczne sa tu pewne ,naddatki” werbalne, ktére wspomaga¢ maja rozumie-
nie wyrazenia formalnego.

Studenci kierunkéw pozamatematycznych zwykle domagaja sie, aby méwiac
o zbiorach, relacjach, funkcjach itp. podawaé¢ przyklady ,z zycia”, czyli odno-
szace sie do do$wiadczenia potocznego oraz ,zwyklego” rozumienia wyrazen. Ze
wzgledu na m.in. nieostro$¢ wiekszosci wyrazen jezykowych oraz zjawisko inten-
sjonalnosci bywa to trudne. W matematycznej teorii mnogosci méwimy jedynie
o zbiorach. To, czy istnieja jakiekolwiek indywidua, jakiekolwiek obiekty fizyczne,
jest dla tej teorii nieistotne. To, czy wszystkie obiekty matematyczne sa zbiorami
jest problemem filozofii matematyki i nie mozemy tego rozstrzyga¢ na ustugowych
zajeciach z matematyki. Nie chcemy jednak pozbawiaé sie mozliwoéci stosowania
formalizmu teorii mnogosci w odniesieniu do swiata fizycznego, doswiadczenia po-
tocznego, konstrukeji pojeciowych w ogélnosci. Tak wiec, zgadzamy sie na to, aby
moéwié o zbiorach, ktorych elementami sa obiekty fizyczne. Wtedy taki zbidr jest
juz jednak obiektem abstrakcyjnym. Jak ujat to jeden z najwybitniejszych polskich
filozoféw, zbiér lwéw nie jest lwem — zbiory nie rycza. Nalezy by¢ swiadomym,
ze w przypadku zbiorow, ktorych elementami sa obiekty fizyczne moga wystapic
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trudnosdci z precyzyjnym ustaleniem inwentarza tych elementéw. Co mamy na my-
$li, méwiac o zbiorze wszystkich Polakow? Wszystkich obywateli Rzeczpospolitej
Polskiej? Wszystkich dzisiaj zyjacych takich obywateli? Wszystkie osoby pocho-
dzenia polskiego rozproszone na calej planecie? Wszystkich kiedykolwiek zyjacych
Polakéw? Czy wreszcie, przekraczajac granice ponurej groteski, wszystkich Praw-
dziwych Polakow? Tego typu trudnosci nie sg jednak trudno$ciami samej teorii
mnogoéci, lecz uwarunkowane sa mozliwosciami aplikacyjnymi (oraz ich ograni-
czeniami) teorii formalnych, o czym wiecej stuchacze dowiaduja sie na zajeciach
z filozofii.

Do wyobrazni stuchaczy zwykle silnie przemawiaja réznego rodzaju metafory,
przywolywane w celach dydaktycznych. Chodzi przy tym nie o metafory rozumiane
jako érodki stylistyczne, ale o tzw. metafory poznawcze. Teoria metafor poznaw-
czych (Lakoff, Nufez, 2000) glosi, ze tresci bardziej abstrakcyjne objadniane sa
przez tresci bardziej konkretne, w ostatecznym rozrachunku sprowadzane do wy-
obrazen doswiadczenia potocznego. Byla z sukcesem zastosowana w lingwistyce
(Lakoff, Johnson, 1980). Lakoff i Ntiiez prébuja ja takze stosowa¢ w odniesieniu
do matematyki, charakteryzujac w nastepujacych slowach odnosna metode two-
rzenia pojeé¢ (Lakoff, Nufez, 2000, s. 6):

Conceptual metaphor is a cognitive mechanism for allowing us to re-
ason about one kind of thing as if it were another. [...] It is a grounded,
inference-preserving cross-domain mapping — a neural mechanism that
allows us to use the inferential structure of one conceptual domain (say,
geometry) to reason about another (say, arithmetic).

W mysél tej koncepcji np. zbiory rozumie¢ mozemy lepiej przez odwotanie sie do
pojemnikow, rozumienie liczb bazowaé miatoby na odwolywaniu si¢ do grupowa-
nia obiektéw, przebywania drogi, wielokrotnego odkladania jednostki miary, itp.
Nie wypowiadamy sie¢ w tym miejscu na temat trafnosci zastosowania koncepcji
metafor poznawczych w matematyce — uczyniliémy to juz wezeéniej (Pogonowski,
2011, 2012, 2013), odnoszac sie z duza rezerwa do mozliwosci sprowadzenia genezy
oraz funkcjonowania matematyki jedynie do procesu tworzenia metafor poznaw-
czych. W cytowanych pracach przywolujemy tez krytyczne opinie matematykow
na temat tej koncepcji.

Odnotujmy jedynie, ze do$wiadczenie dydaktyczne z nauczaniem matematyki
studentow kierunkéw pozamatematycznych ukazuje, ze istotnie korzystajg oni z ro-
zumienia liczb rzeczywistych jako punktéw na prostej — to rozumienie zostalo im
silnie wpojone w edukacji szkolnej. Staramy sie wskazywac, ze mamy w tym przy-
padku do czynienia z izomorfizmem miedzy struktura liczb rzeczywistych a struk-
tura geometryczna prostej, rozumianej jako uporzadkowany w odpowiedni sposéb
zbidér punktdw.

Studenci wspomnianych kierunkéw studiéw wyobrazajacy sobie liczby rzeczy-
wiste przez odwolania do rozwinieé dziesigtnych (a wiec tak, jak w definicji Ho-
borskiego) zadaja czasem pytania poswiadczajace trudnosci z rozumieniem pojeé
nieskonczonodci, gestosci oraz cigglosci, np.: skoro liczba rzeczywista ma nieskon-
czone rozwiniecie dziesietne, to jak znaleZé nastepng po niej liczbe rzeczywistq?

Uwazamy, ze po czeSci usprawiedliwione w omawianym typie dydaktyki jest
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korzystanie z metafor poznawczych dotyczacych ruchu oraz wyobrazen geome-
trycznych w intuicyjnych objaénieniach poje¢ rachunku rézniczkowego. Zachowaé
jednak przy tym trzeba stosowna ostrozno$é, podkreslajac metaforyczno$é obja-
$nienia. Mozna sie bowiem obawiaé, ze studenci kierunkéw pozamatematycznych
zachowaja w pamieci jedynie owe metafory, nie prébujac nawet jakiejkolwiek re-
fleksji teoretycznej nad omawianymi pojeciami.

Trudnosci z rozumieniem matematycznego pojecia wyeksplikowanego werbal-
nie nawet w wyczerpujacy sposob moga wiazaé sie z klopotami natury logicznej
(np. z rozumieniem kwantyfikacji), ktére miewaja studenci. Dla przykladu: nie
rozumiem, co to znaczy, ze relacja jest przeciwzwrotna, ale rozumiem przyklad, Ze
nie zachodzi 2 < 2.

3.2. Percepcja

Na temat wykorzystywania rysunkéw w nauczaniu matematyki wypowiadaja
sie bodaj wszyscy dydaktycy matematyki. Nie sadzimy, ze mozemy dodaé¢ cokol-
wiek odkrywczego na ten temat. Przypomnie¢ wypada, ze — wedle wspotczesnych
standardéw — rysunek nie moze by¢ traktowany jako dowdd, moze natomiast pet-
ni¢ role objaénienia intuicyjnego. Ponadto, rysunki nie moga by¢ zbyt sugestywne,
aby nie narzucaly sposobu rozumienia przedstawianej przez nie sytuacji. Ladne za-
stosowania diagraméw w objasnianiu pojec i twierdzen analizy zespolonej zawiera
praca Needham (1997).

Przypominamy sobie dos¢ zabawny spor, ktory mial miejsce na naszym semi-
narium. Ot6z prelegent narysowal dwa diagramy: na jednym z nich w uniwersum,
reprezentowanym prostokatem zaznaczony zostal, poprzez koto wewnatrz tego pro-
stokata zbiér A, za$ drugi diagram byl przedzielonym na polowy prostokatem
i jedna z tych poléwek miata by¢ zbiorem A. Prelegent utrzymywal, ze mamy tu
do czynienia z dwiema réznymi sytuacjami: w pierwszej z nich zbiér A miatby by¢
wyrdzniony w uniwersum, a w drugiej mialoby mieé¢ miejsce odrdznienie zbioru A
od jego dopelnienia. Oczywiscie z matematycznego punktu widzenia, gdy postu-
gujemy sie diagramami Venna, obie te sytuacje sa identyczne (bo nie bierzemy
przeciez pod uwage np. wlasnosci topologicznych rozwazanych obszaréw). Najwy-
razniej prelegent chcial wyrazi¢ swoimi rysunkami jakas dodatkowa informacje,
ktorej uzyte w tym przypadku diagramy Venna nie zawieraja. Zapewne chodzito
mu o podkreslenie, ze w pierwszym przypadku zbiér A znajduje sie¢ w centrum
uwagi, natomiast w przypadku drugim role pelnione przez A oraz dopelnienie A
sa takie same. Zauwazmy, ze gdyby prelegent uzyt np. diagraméw Carrolla, to
owych dodatkowych informacji nie moglby na takim diagramie uwzglednié.

Wspbdlczesna dydaktyka matematyki wspomagana jest — czesto znakomitymi
— ogblnie dostepnymi w sieci pomocami audiowizualnymi. Liczne portale mate-
matyczne prezentuja filmy dydaktyczne, ilustrujace zaréwno stosunkowo proste
zagadnienia matematyczne, jak tez pomagajace zrozumie¢ nawet bardzo ztozone
konstrukecje, np.: twierdzenie Smale’a o przenicowaniu sfery S? w przestrzeni R3
lub wiazke Hopfa. Niewatpliwie jest to jeden z najbardziej obiecujacych kierunkdw
rozwoju dydaktyki matematyki.

Podczas wykladéw z matematycznych metod rozwigzywania probleméw po-
shugiwaliémy sie — oprécz wspomnianych wyzej filméw — takze (amatorskimi) na-
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graniami piosenek o treéci matematycznej, ktérych zabawne fabuly moga poméc
utrwalaé rozumienie wzoréw i konstrukcji. Jednak zwykle piosenki takie adreso-
wane sa do mtodszych dzieci, znalezliémy stosunkowo mato utworéw dotyczacych
matematyki na poziomie uniwersyteckim.

3.3. Modele fizyczne

Wspomaganie dydaktyki matematyki odwolaniami do modeli fizycznych ma
dluga i bogata tradycje. Stynnym przyktadem stosowania modeli fizycznych sa roz-
wazania Archimedesa dotyczace wykorzystania mechaniki w uzasadnianiu twier-
dzefi geometrycznych (zob. np. Heath, 2002). Trzeba podkresli¢, ze Archimedes
podajac argumentacje odwolujace sie do mechaniki w obliczeniach pél i objeto-
$ci otwarcie i wyraznie pisal, ze te argumentacje naleza do kontekstu odkrycia,
a precyzyjne dowody odnoénych twierdzen wykorzystuja poprawna matematycz-
nie metode wyczerpywania.

Ciekawe zestawy przykladéw zawieraja np. prace: Ghrist (2014) oraz Levi
(2009). W pierwszej z nich duzo uwagi poswieca sie intuicyjnym objasnieniom
poje¢ i twierdzen topologicznych poprzez odwolania do modeli mechanicznych,
w szczegdlnodci tzw. linkages, czyli uklady drazkéw, ktére polaczone sa prze-
gubami. Pozwalaja one wspomagaé rozwijanie wyobrazni geometrycznej. Ghrist
przywoluje twierdzenie, gloszace, iz kazda gladka rozmaito$¢ zwarta jest dyfe-
omorficzna z przestrzenia konfiguracyjna pewnego plaskiego uktadu takich draz-
kéw. Odpowiednio dobrane uklady drazkéw stuzyé moga zatem do kinematycznej
reprezentacji tworow nawet o wymiarach wiekszych od trzech. Na marginesie moze
warto dodaé, ze badanie takich uktadow drazkéw jest wazne m.in. we wspolczesnej
robotyce.

Druga z wymienionych wyzej pozycji zawiera liczne przyklady argumentacji fi-
zycznych, wspomagajacych rozumienie twierdzen matematycznych. Autor ukazuje
np. zwiazki twierdzenia Pitagorasa z prawem zachowania energii, powigzania mie-
dzy analiza ruchu kota roweru lub ci$nienia gazu a twierdzeniem Gaussa-Bonneta,
odpowiednio$¢ miedzy pewnymi twierdzeniami analizy zespolonej a ruchem cieczy
lub przeptywem ciepla, itp. Wedle autora, zaletami takich fizycznie zorientowanych
objasnien sa: mniej skomplikowane obliczenia, uzyskiwanie wynikéw dobrze poje-
ciowo reprezentowanych, mniejsze wymagania wobec uprzedniego poziomu ma-
tematycznego stuchaczy. Oczywiscie, objasnienia fizyczne nie zastepuja dowodow
matematycznych, stuza jedynie jako heurystyki wspomagajace rozumienie. Autor
powoluje sie na nastepujaca analogie, z ktérej czesto korzysta (Levi, 2009, s. 27):

Calculus Physical interpretation

The function f(x) Potential energy P(x)

The derivative f'(x) The force F(x) = —P'(x)

f(z) minimal = f'(z) =0 | P(z) is minimal = F(z) =0
(equilibrium)

Sadzimy, ze tego typu odwolania fizyczne wspomagajace dydaktyke matema-
tyki moga silnie oddziatywa¢ na wyobraznie¢ stuchaczy, a takze motywowadé ich do
zadawania dalszych pytan, dotyczacych zaréwno tego jak przebiega dane zjawisko,
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jak tez dlaczego przebiega wlasnie tak, a nie inaczej. Ukazanie takich zwiazkow
miedzy rzeczywistoscia fizyczna a jej opisem matematycznym jest nieodzownym
sktadnikiem wyksztalcenia. Wiadomo przeciez, ze wiele oséb ma bledne, ztudne
wyobrazenia zwiazane nawet z doswiadczeniem potocznym. Wyobrazenia na te-
mat zjawisk fizycznych moga drastycznie odbiegaé od rzeczywistego ich przebiegu,
(por. np. Ben-Zeev, Star, 2001, s. 29):

It has been found that when people were asked to draw the path of
a moving object shot through a curved tube, they believed that the
object would move along a curved (instead of a straight) path even in
the absence of external forces.

Tego typu wyobrazenia okresla sie czasem mianem folk physics. Nalezy sie ich
rzecz jasna wystrzegaé przy stosowaniu objasnien intuicyjnych wspomagajacych
rozumienie poje¢ matematycznych.

Jeden z recenzentéw niniejszego tekstu odniost sie krytycznie do optymistycz-
nej wiary w skutecznosé dydaktyczng modeli fizycznych w nauczaniu matematyki
w stylu prezentowanym np. przez Levi (2009). Wedle niego, objasnienia takie moga
stanowié¢ raczej utrudnienie, ze wzgledu na to, iz uczniowie lub studenci (kierunkéw
pozamatematycznych) fizyke rozumieja w jeszcze mniejszym stopniu niz matema-
tyke. Niezaleznie od trafnoéci tej diagnozy, warto moze podkresli¢, ze odwolanie
sie do modeli fizycznych jest wyrazem przekonania, ze takie modele nie moga ge-
nerowadé zlych intuicji matematycznych.

Modele fizyczne wykorzystywa¢ moga roznego rodzaju artefakty, ktérych
w dziejach matematyki spotykamy bardzo wiele. Obok powszechnie znanych, jak
cyrkiel i linijka, mamy tez pantografy, elipsografy, spirografy, przyrzady do mierze-
nia pél, dltugosci oraz miary katéow, itp. Dydaktycy matematyki korzystaja réwniez
ze specjalnie przygotowanych zestawéw pomocy dydaktycznych — (zob. np. Lénart
1996).

Wykorzystywanie modeli fizycznych we wspomaganiu dydaktyki matematyki
opiera sie na pewnych zalozeniach filozoficznych, dotyczacych stosowalnosci ma-
tematyki w naukach empirycznych. Zakladamy, ze $wiat fizyczny daje sie opisac
matematycznie. Mieliémy tez wielokrotnie do czynienia z sytuacja, gdy rozwoj da-
nej dyscypliny matematycznej wyprzedzal jej zastosowania w fizyce. Oczywiscie
w ustugowym kursie matematyki raczej nie przewiduje sie miejsca na dywaga-
cje filozoficzne, mozna jednak zacheca¢ stuchaczy do refleksji nad skutecznoscia
stosowania matematyki w naukach empirycznych. W szczegdlnosci, zaciekawie-
nie studentéw budza zwykle wyniki matematyczne ukazujace kolizje miedzy ztud-
nymi wyobrazeniami potocznymi a prawidtowym opisem matematycznym zjawisk,
a takze réznego rodzaju supertasks — (por. np.: Galperin, 2003; Havil, 2007, 2008;
Klymchuk, Staples, 2013; Laraudogoitia, 1996; Romero, 2014).

3.4. Objasnienia wewnetrzne

Tego typu objasnienia maja nieco inny charakter od uprzednio oméwionych,
gdyz wykorzystywane objasnienia odwoluja sie nie do sfer zewnetrznych wobec
matematyki, lecz do innych ustalen wewnatrz poszczegdlnych dyscyplin matema-
tycznych. Zwykle sa to rozumowania poprzez analogie, odwolujace si¢ do pewnych
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wspolnych cech strukturalnych, np. dzielenie wielomianéw intuicyjnie objasniamy,
odwolujac si¢ do dzielenia liczb i wskazujac na algorytm Euklidesa, jako wspdlna
zasade wykonywania tych operacji.

Objasnienia wewnetrzne podkreslaja zatem spéjnoéé matematyki. Fakt wiel-
kiego wspotczesnie zréznicowania dyscyplin matematycznych nie przeczy temu, ze
matematyka jest wewnetrznie spéjna. Owa spojnosé potwierdzajg zaréwno wielkie
przetomy w historii matematyki (np. powiazanie algebry z geometrig lub arytmety-
zacja analizy), ale takze to, ze dowody twierdzen z danej dyscypliny matematycznej
moga odwolywaé sie do aparatury pojeciowej catkiem innej z takich dyscyplin.

Ponizej ograniczamy sie¢ do trzech przykladéw tego, co nazywamy objasnie-
niami wewnetrznymi. Mamy w nich kolejno do czynienia z: powolaniem sie na ana-
logie, przyjeciem intuicyjnego zalozenia oraz argumentacja o charakterze pragma-
tycznym. Nie twierdzimy rzecz jasna, ze sa to przyklady wykorzystywane w ustu-
gowej dydaktyce matematyki dla studentéw kierunkéw pozamatematycznych.

3.4.1. Modele teorii mnogosci

Dla wykazania niezaleznoéci pewnych zdan jezyka teorii mnogosci wykorzy-
stuje sie metode wymuszania (ang. forcing), polegajaca na budowaniu takich mo-
deli tej teorii, w ktorych wybrane zdanie jest falszywe. Uzywajac tej techniki, wy-
chodzi sie od pewnego, stosownie dobranego, przeliczalnego przechodniego modelu
(M, €) dla teorii mnogosci (otrzymanego na mocy dolnego twierdzenia Lowenheima-
Skolema oraz lematu Mostowskiego o kontrakeji), ktéry nastepnie rozszerza sie,
dodajac don dodatkowe zbiory, ktérych wlasnosci kontroluje sie przez narzucenie
stosownych warunkéw. Dla oséb, ktore nie specjalizuja sie w teorii mnogosci cata
procedura wyglada¢ moze na dosé skomplikowang. Mozna ja jednak przyblizy¢
szerszemu audytorium (matematykéw) poprzez intuicyjne odwolania do analogii
z rozszerzaniem cial o elementy przestepne. Model (M, €) przyréwnany jest do
ciala liczb wymiernych Q, a jego rozszerzenie uzyskane metoda wymuszania przy-
réwnywane jest do rozszerzenia ciala QQ o element przestepny. Trafno$¢ tej analogii
zasadza sie¢ w tym, ze rozszerzony model teorii mnogosci jest charakteryzowany
przez warunki odpowiadajace tym, ktore wyrazaja fakt przestepnosci elementu
dodawanego do ciala, czyli zbiorowi zdan stwierdzajacych lacznie, iz 6w element
przestepny nie jest pierwiastkiem zadnego wielomianu o wspotczynnikach w wyj-
Sciowym ciele. Oczywiscie to intuicyjne objasnienie przemawia do tych czytelnikéw,
ktorzy maja juz jakies pojecie o wykorzystywanych faktach algebraicznych.

3.4.2. Prawdziwo$¢ z prawdopodobienstwem 1

Czy sensowne jest mdéwienie, ze jakie$ twierdzenie jest prawdziwe z prawdopo-
dobienstwem réwnym 17 Klasyczna logika przyzwyczaja nas do myslenia o praw-
dzie i falszu w sposéb dychotomiczny, o stopniach prawdziwosci mozemy méwié —
w nieco sztuczny sposéb — np. w logikach wielowartosciowych.

Davis i Hersh podaja dwa ciekawe przyklady sytuacji, w ktorych prébuje sie
nadawac sens orzeczeniom o prawdziwosci jakiegos twierdzenia z prawdopodobien-
stwem 1 (Davis, Hersh, 1994). Jeden z nich dotyczy przypuszczenia, ze istnieje
nieskonczenie wiele par bliZzniaczych liczb pierwszych, drugi hipotezy Riemanna.
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W kazdym z tych przyktadéw przyjmuje sie pewne intuicyjne zaltozenia. W pierw-
szym przypadku (Davis, Hersh, 1994, s. 189-190) zaklada sig¢, ze pojawienie si¢
pary bliZzniaczych liczb pierwszych jest zdarzeniem losowym, nieprzewidywalnym.
Przypuszczamy, ze szansa iz (x,x + 2) jest para blizniaczych liczb pierwszych jest
taka, jak szansa uzyskania orta przy dwéch rzutach moneta. Pamietamy, ze szansa
sukcesu dla dwoch kolejnych zdarzen niezaleznych jest rowna iloczynowi szans suk-
cesow w kazdym z nich. Na mocy znanych ustalen o rozkladzie liczb pierwszych
w ciagu liczb naturalnych, szansa iz wybrana losowo liczba x z przedzialu od 0
do n bedzie liczba pierwsza réwna jest okolo — —. W konsekwencji, szansa, ze za-

log
réwno x, jak i x4+ 2 beda pierwsze jest rowna okoto m. Tak wiec, bedzie okoto
W par blizniaczych liczb pierwszych miedzy 0 a n. Poniewaz lim W = 00,
n—oo

wiec daje to, jak pisza Davis i Hersh, ,iloéciowa wersje przypuszczenia o parach
liczb pierwszych”. Wywdd powyzszy nie jest oczywiscie dowodem rozwazanej hi-
potezy: w istocie, jest pewnym wyrazem wiary w jej prawdziwos$¢, odwolujacej sie
do analogii probabilistycznych.

W drugim z omawianych przypadkéw (Davis, Hersh, 1994, s. 315-321) réwniez
czyni sie intuicyjne zalozenie, ze mozemy traktowaé¢ pewna funkcje jako zmienna
losowa. OmawialiSmy ten przyklad w innym miejscu (Pogonowski, 2011), a wiec —
aby uniknaé zarzutéw o autoplagiat — powiedzmy tutaj jedynie, ze chodzi o trak-
towanie jako zmiennej losowej funkcji Mobiusa, zwiazanej z liczba czynnikéw roz-
kladu liczb catkowitych na czynniki pierwsze. W pracy Good, Churchhouse (1968)
podaje sie argumentacje, pozwalajaca (przy powyzszym intuicyjnym zalozeniu,
sprowadzajacym si¢ do tego, ze funkcja Mobiusa ,wyglada” jak zmienna losowa,
bo losowe jest to, czy w rozkladzie liczby catkowitej na czynniki pierwsze jest pa-
rzysta czy tez nieparzysta liczba czynnikéw) na sformulowanie probabilistycznego
rownowaznika hipotezy Riemanna, ktory od tego intuicyjnego zalozenia zalezy.
W konsekwencji, poniewaz dla tego réwnowaznika otrzymujemy prawdopodobien-
stwo réowne 1, wiec takze hipoteza Riemanna jest ,prawdziwa z prawdopodobien-
stwem réwnym 17

3.4.3. Aksjomaty ekstremalne w teorii mnogosci

Znakomita wiekszosé ,normalnych” matematykéw (przez co rozumiemy ma-
tematykéw nie zajmujacych sie zawodowo modelami teorii mnogosci) zdaje si¢
wierzy¢ w uniwersum ,,prawdziwych” zbioréow. Teoria mnogoéci Zermelo-Fraenkla
w jezyku pierwszego rzedu, o ile jest niesprzeczna, posiadaé¢ moze rézne modele,
czyli dopuszczaé rézne uniwersa wszystkich zbioréow. Kto sklania sie do uznawa-
nia teorii mnogosci za podstawe matematyki, powinien by¢ sktonny do wiary w jej
niesprzeczno$¢. Wtedy jednak musi zadaé sobie pytanie: ktéry z modeli teorii mno-
gosci jest jako$ maturalny, standardowy, itp? Mamy tu do czynienia z nieco inna
sytuacja niz w przypadku arytmetyki, gdzie z jej modelem standardowym zwia-
zane sg intuicje matematyczne, potwierdzane wynikami otrzymywanymi wlasciwie
od samych poczatkéw systematycznej refleksji teoretycznej. Aksjomatyczna teoria
mnogo$ci jest natomiast stosunkowo mtoda teoria. Juz Thoralf Skolem, ktéry zna-
czaco przyczynil sie do jej rozwoju, wyrazal sceptycyzm co do jej roli jako podstawy
calosci matematyki. Andrzej Mostowski, znakomity polski matematyk pracujacy
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w podstawach matematyki, nie wykluczal (biorac pod uwage wyniki Godla oraz
Cohena), ze teoria mnogosci moze w przyszioéci podzieli¢ los topologii ogdlnej,
w tym sensie, ze poszczegdlne modele teorii mnogoéci traktowane beda podobnie
jak poszczegblne przestrzenie topologiczne.

Wspomnie¢ nalezy o dwdéch mozliwosciach intuicyjnych wyobrazen na temat
uniwersum teorii mnogosci:

1. Stanowisko minimalistyczne. Uniwersum zbioréw miatoby by¢ mozliwie jak
najbardziej oszczedne. W tym duchu wypowiadatl sie np. Abraham Fraenkel,
formutujac swéj aksjomat ograniczenia, gloszacy, iz istnieja tylko te zbiory,
ktoérych istnienie udowodnié mozna z aksjomatéw teorii. Aksjomatem ograni-
czenia jest rowniez aksjomat konstruowalnos$ci, zaproponowany przez Kurta
Godla: w tym ujeciu rozwaza sie jedynie definiowalne podzbiory dowolnego
zbioru X, a nie pelny jego zbiér potegowy p(X).

2. Stanowisko maksymalistyczne. Uniwersum zbioréw miatoby by¢ mozliwie jak
najbardziej pojemne. Ku takiemu pogladowi sktanial sie Kurt Gédel w swo-
ich po6zniejszych wypowiedziach: powotywal sie przy tym na analogie z ak-
sjomatem zupelnosci w systemie geometrii Davida Hilberta. Nieco wczedniej
wersje pogladu maksymalistycznego wyrazit Ernst Zermelo, postulujac przy-
jecie zalozenia o istnieniu pozaskoriczonej hierarchii liczb mocno nieosiggal-
nych. Obecnie odrzuca sie stanowisko minimalistyczne, natomiast stanowi-
sko maksymalistyczne jest rozwijane w postaci badania aksjomatow istnienia
duzych liczb kardynalnych.

Niezaleznie od konsekwencji czysto matematycznych kazdego z wymienionych
stanowisk, rozwaza¢ mozna argumentacje metodologiczng za przyjeciem badz od-
rzuceniem kazdego z nich. Argumentacje znane z literatury maja po czesci charak-
ter pragmatyczny. Tak jest np. w monografii (Fraenkel, Bar-Hillel, Levy, 1973).
Oprécz wspomnianego juz argumentu opartego na analogii (z aksjomatem zu-
pelnosci w geometrii), ktéry ma potwierdzaé nasza wiare, iz uniwersum zbioréw
powinno by¢ mozliwie najobszerniejsze, autorzy przywoluja takie argumenty jak
np. elegancja matematyczna oraz postawa platonska. Te argumenty skierowane sa
przeciw aksjomatom ograniczenia: aksjomaty tego typu nie stuza do dowodu ja-
kich$s mocniejszych twierdzen, ale raczej eliminuja zbiory, ktére nie pasuja do roz-
wazanych wynikéw. Ponadto, je$li ogdt wszystkich zbioréw wyznaczonych przez
przyjecie aksjomatu ograniczenia mialby by¢ bytem platonskim, to przeciez po-
stawa platonska nie wyklucza uznania go za zbiér w jakims szerszym uniwersum.
Zasady odbicia sa formalnym wyrazem przekonania, ze ,,tymczasowe” uniwersa sa
~aproksymacjami” ostatecznego, nieosiaggalnego uniwersum zbioréw.

3.4.4. Granice intuicji

To, co nazywamy tutaj wewnetrznymi objasnieniami intuicyjnymi dobrze
sprawdza sie w przypadku prostych rozumowan przez analogie, w rodzaju np.
to nowe dzialanie zachowuje sie podobnie jak znane juz dziatanie. Mamy jednak
do czynienia takze z sytuacjami, gdy tego typu objasnien stosowaé¢ nie mozna.
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Standardowym przyktadem jest przejscie od skonczenie wymiarowych przestrzeni
liniowych do przestrzeni o nieskoriczonej liczbie wymiaréw.

Calkiem nowa matematyka zmusza do porzucania pewnych dotychczasowych
intuicji badz do ich wysubtelnienia, co byto wielokrotnie poswiadczane w dziejach
matematyki. Przykladem moze by¢ choéby propozycja Dedekinda definicji zbioru
nieskonczonego jako réwnolicznego ze swoim podzbiorem wlasciwym. Wiasnosé
uznawana dotad za paradoksalng uczyniona zostala podstaws, definicji.

Nie mozna chyba okresli¢ na biezaco, jakie w danym momencie rozwoju mate-
matyki sa granice intuicji. Staje si¢ to widoczne dopiero ze znacznej perspektywy
CZasSowej.

4. Odniesienie do ustalen wspétczesnych

Nawiazujemy przede wszystkim do propozycji Anny Sierpiriskiej (w szcze-
go6lnosci do jej monografii Understanding in Mathematics, Sierpinska, 1994), ale
uwzgledniamy tez poglady innych badaczy rozwazanej problematyki (Fischbein,
1987; Polya, 2009, 2014; Schoenfeld, 1985; Tall, 2013). Piszac o rozumieniu w mate-
matyce, Sierpinska powoluje sie na propozycje Kazimierza Ajdukiewicza (Ajdukie-
wicz, 1975), rozszerzajac jednak jego koncepcje rozumienia wyrazefi na rozumienie
pojed, idei, dowodéw, konstrukeji matematycznych. Autorka postuguje sie¢ réwniez
terminami obiekt rozumienia oraz podstawa rozumienia, ktére lacznie chyba sa
bliskie temu, co proponowaliSmy wyzej nazywaé pojeciami wprowadzonymi przez
objasnienie (oczywiscie jej propozycje sa wezesniejsze). Sierpiriska czesto wykorzy-
stuje tez zjawisko znane pod nazwa epistemological obstacle, opisywane w litera-
turze filozoficznej juz od kilkudziesieciu lat. Rozpoznanie i przezwyciezenie takich
uprzedzen poznawczych jest jednym z podstawowych zadan dydaktyki matematyki.
Uczniowie moga mie¢ np. trudnosci z rozumieniem, dlaczego potega (liczby dodat-
niej) o wykladniku zerowym réwna jest jeden, przywolujac swoje dotychczasowe
rozumienie potegowania jako powtarzanego mnozenia. Sierpinska zwraca uwage na
role wyjasniania w matematyce m.in. nastepujacymi stowami (Sierpiriska, 1994, s.
76):

The quest for an explanation in mathematics cannot be a quest for
proof, but it may be an attempt to find a rationale of a choice of axioms,
definitions, methods of construction of a theory. A rationale does not
reduce to logical premisses. An explanation in mathematics can reach
for historical, philosophical, pragmatic arguments. In explaining so-
mething in mathematics, we speak about mathematics: our discourse
becomes more metamathematical than mathematical.

Atrakcyjne wydaja nam sie réwniez niektére propozycje Davida Talla, ktére autor
podsumowal w swojej monografii (Tall, 2013). Wprowadzil on odréznienie trzech
Swiatow matematyki. 7 jednej strony Tall wyrdznia nastepujace poziomy matema-
tyki:

1. Practical Mathematics. Dotyczy doswiadczen zwiazanych z ksztaltem i prze-
strzenig oraz elementarnej arytmetyki.
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2. Theoretical Mathematics. Opiera si¢ na znanych juz obiektach i wykonywa-
nych na nich operacjach.

3. Formal Mathematics. Bazuje na formalnych definicjach obiektéw matema-
tycznych.

Te trzy poziomy autor krzyzuje z nastepujacymi typami aktywnosci:
1. Conceptual embodiment. Wykorzystuje polaczenie percepcji oraz dziatania.
2. Operational symbolism. Wykorzystuje procedury symboliczne.

3. Axiomatic formalism. Wykorzystuje pojecia teorii mnogosci i dowody mate-
matyczne.

To jedynie pobiezne, hastowe, przywolanie koncepcji dydaktycznych Talla.
Szczegdlna uwage autor poswieca wprowadzonemu przez siebie pojeciu procept,
ktoére staramy sie rozumieé jako polaczenie pojecia z towarzyszacag mu procedura
(operacja symboliczna). Za cenne uwazamy podkreslenie przez Talla roli tzw. met-
befores, czyli tego bagazu intelektualnego, ktory juz posiada podmiot uczacy sie
nowego dla siebie fragmentu matematyki. Tall nastepujaco streszcza cele swojego
projektu (Tall, 2013, s. 419):

The framework of three worlds of mathematics offers a broad picture of
development of mathematical thinking from the newborn child to the
frontiers of research through perception, operation and increasingly so-
phisticated forms of reason, taking account of supportive met-befores,
that encourage generalization, and problematic met-befores, that im-
pede progress. The theory formulates a framework for the long-term
development of mathematical thinking that operates not only in the
individual but also in the evolution of mathematics over the centuries.
It also offers the possibility of blending with a range of other theoretical
frameworks that encourage emerging insights that allow us to evolve
more sophisticated insights.

It reveals how the sensori-motor and linguistic capabilities of a biologi-
cal brain evolve into the creative thinking processes of a mathematical
mind.

Wreszcie, operujac w naszej praktyce dydaktycznej pojeciami wprowadzonymi przez
objasnienie, staramy si¢ uwzglednia¢ zalecenia klasykéw piszacych o rozwiazywa-
niu probleméw matematycznych. Wykorzystujemy strategie, ktére opisywal Polya
(Polya, 2009, 2014), pamigtamy o zaleceniach Schoenfelda dotyczacych stosowa-
nia takich strategii, a wiec m.in. koniecznosci nadawania sensu kazdemu z krokow
postepowania w rozwiazywaniu problemu oraz utrzymywania kontroli nad tym po-
stepowaniem (Schoenfeld, 1985).



Kontekst Przekazu w Matematyce [135]
5. Uwagi koncowe

Mozna oczywidcie zastanawiaé sig, czy wprowadzenie pojecia kontekst przekazu
nie jest niepotrzebnym mnozeniem bytéw. Naszym zdaniem warto je wprowadzic,
cho¢by dla uwypuklenia obecno$ci matematyki w kulturze. Testem jego ewentual-
nej przydatnoéci okaze sie to, czy matematycy, dydaktycy, filozofowie zechca sie
do niego odwolywaé oraz rozwijac¢ refleksje na jego temat.

Korzystanie z objasnien intuicyjnych w dydaktyce matematyki adresowanej do
studentéw (kierunkéw pozamatematycznych) jest o tyle ulatwione, ze od stucha-
czy mozna wymagacé¢ Swiadomosci, ze owe objasnienia sa jedynie heurystyczna po-
moca w docieraniu do rozumienia poje¢ matematycznych zakltadanego jako trafne
i kanoniczne. Od dzieci nauczanych matematyki takiej $wiadomosci wymagaé nie
mozna.

Nalezy jednak zdawaé sobie sprawe z niebezpieczenstwa zbytnich uproszczen
oraz blednego rozumienia, ktére moga byé¢ powodowane przez (niewlasciwie sto-
sowane) objaénienia intuicyjne serwowane jako wspomagajace przyswajanie sobie
wiedzy matematycznej oraz umiejetnosci matematycznych. W tym wzgledzie po-
lega¢ nalezy przede wszystkim na do$wiadczeniu nauczycieli matematyki, ktorzy
wykorzystuja objasnienia intuicyjne w swojej praktyce zawodowej.

Czy skuteczno$¢ objasnien intuicyjnych majacych wspomagaé rozumienie
w matematyce moze zostaé oceniona eksperymentalnie? Zdajemy sobie sprawe,
ze proponowanie eksperymentow dydaktycznych jest rzecza ryzykowna w sytuacji,
gdy zatwierdzone urzedowo programy nauczania przewiduja Sciste stosowanie sig
do zalecanych w nich zasad. By¢ moze wiec takie oceny sprowadzi¢ nalezy do opi-
nii do$wiadczonych dydaktykéw matematyki, ktérzy wyprébowali w swojej pracy
zawodowej rézne metody nauczania i sa kompetentni, aby poréwnac ich efekty.

Na koniec tych do$¢ wstrzemiezliwie formulowanych refleksji przypomnimy raz
jeszcze, ze wypowiadalidmy sie jedynie na temat nauczania matematyki dla stu-
dentéw kierunkdéw pozamatematycznych. Do tego typu nauczania sprowadza sie
bowiem aktywnos$é¢ dydaktyczna piszacego te stowa. Nie jest ona zréznicowana te-
matycznie, choé jest juz do$¢ dtuga i wlasnie dobiega konca. Sktadalo sie na nia
kilka dekad nauczania logiki matematycznej studentéw réznych kierunkéw filolo-
gicznych oraz studentéw filozofii. W ostatnim czasie dydaktyka ta objeta réwniez
nauczanie matematyki dla studentéw kognitywistyki oraz prowadzone dla nich od
kilku lat wyklady fakultatywne dotyczace matematycznych metod rozwigzywania
probleméw. Sadzac po reakcjach stuchaczy (w tym: ciekawych esejach zaliczenio-
wych) to ostatnie przedsiewzigcie nie byto kompletnym fiaskiem. Pozwalamy sobie
sadzi¢, ze to wlasnie wykorzystanie objasnien intuicyjnych w trakcie wspomnia-
nych wykladéw bylo pomocne w uzyskaniu tego efektu.

Autor staral sie skrupulatnie uwzglednié wszystkie uwagi krytyczne recen-
zentow, zwlaszcza te, ktore odnosily si¢ do wskazanych niejasnych sformulowan
w pierwotnej wersji tekstu. W recenzjach zawarte zostaly takze uwagi, postulu-
jace rozwiniecia omawianych w tekScie tematoéw — np. rozwazenia illokucyjnych
aspektéw objasnien intuicyjnych w kontekscie przekazu. Zostang one uwzglednione
w kontynuacji niniejszej pracy, przygotowywanej z my$la o przedstawieniu jej pod-
czas konferencji Mathematical Transgressions III, Krakéw 2017.
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