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Wybrane uwagi na temat roli zadan
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Abstract. The paper presents the comments relating to the role of tasks in the
process of teaching and learning of mathematics in the context of education
of students studying to become teachers. In the considerations part, reference
was made to the fragments of undergraduate and postgraduate works, made
at seminars of didactics of mathematics.

1. Wprowadzenie

Od wielu lat prowadzone sa badania dotyczace efektywnych sposobéw naucza-
nia i uczenia si¢ matematyki. Réwnolegle trwa dyskusja nad wlasciwym przygo-
towaniem studentéw do wykonywania zawodu nauczyciela. Jak pisza twoércy Ra-
portu o stanie edukacji: Sq to jedne z probleméw wspdlczesnej dydaktyki, zwlasz-
cza w kontekscie zachodzgcych przemian technologicznych, spotecznych, kulturo-
wych czy ekonomicznych (2013, s. 16). Wazne jest, by student — przyszly nauczy-
ciel — poznal istote procesu nauczania-uczenia si¢ matematyki, procesu zlozonego
i wymagajacego interdyscyplinarnego spojrzenia badawczego (Czajkowska, 2015).
W procesie tym mozna, oczywiscie z pewnym uproszczeniem, wyrézni¢ komponen-
ty, ktorych Swiadomo$¢ istnienia powinien mieé kazdy uczacy tego przedmiotu.
Chodzi mianowicie o ksztaltowanie pojeé¢ matematycznych, rozwiazywanie zadan,
prowadzenie rozumowan matematycznych oraz ksztaltowanie jezyka matematycz-
nego (zob. Ratusinski, 2003a). Chociaz wszystkie z wymienionych tu sktadnikéw
rozwazanego procesu sa wazne na kazdym poziomie edukacji, w artykule skoncen-
trowano si¢ gltéwnie na drugim z wymienionych komponentéw.

*Selected comments on the role of mathematical tasks in the process of teaching-learning
mathematics
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Celem opracowania jest podkreslenie jak istotny w pracy nauczyciela mate-
matyki jest Swiadomy dobér lub konstrukcja zadan wykorzystywanych w procesie
nauczania-uczenia sie. Autorzy odwoluja sie do zaczerpnietych z prac dysertacyj-
nych — prowadzonych pod kierunkiem pracownikéw Instytutu Matematyki Uniwer-
sytetu Pedagogicznego w Krakowie — przykladéw zadan i ich oméwien, opatrujac
je dodatkowo komentarzami dydaktycznymi. Zlozonos¢ i mnogos¢ zagadnien skto-
nita autoréw do dokonania subiektywnej selekcji poruszanych probleméw. Przy-
ktady dobrano tak, aby z jednej strony pokazywaty rozmaite dzialania studentéw
ukierunkowane na wzbogacenie ich przysztego warsztatu pracy, z drugiej zas, by
ilustrowaly role zadan w rozwijaniu u uczniéw miedzy innymi: matematycznych
intuicji, tworczego mys$lenia, umiejetnosci stawiania pytan oraz poszukiwania na
nie odpowiedzi.

2. Zadania i ich rola w procesie nauczania-uczenia si¢
matematyki

Podanie dokladnego okreslenia pojecia zadania, czy tez problemu, jest de facto,
do$¢ trudne miedzy innymi ze wzgledu na fakt, ze w literaturze przedmiotu termi-
néw: zadanie, problem czy sytuacja problemowa uzywa sie czesto zamiennie (zob.
Polya, 1975; Krygowska, 1977c¢), a z kolei okreslenie zadanie matematyczne stosuje
sie, odwolujac do jego rozumienia intuicyjnego (zob. Rabijewska, 1994). W lite-
raturze mozna odnalez¢ kilka aspektow, na ktére zwraca sie uwage w kontekscie
tego pojecia. G. Polya podkresla role zadania jako narzedzia, dzigki ktéremu moz-
na osiagnaé okreslony, chwilowo niedostepny cel (zob. Polya, 1975). A. Schoenfeld
uwaza, ze zadaniem jest kazda taka sytuacja, dla rozwigzania ktérej nalezy wy-
konaé pewne czynnosci intelektualne i wykorzystaé strategie heurystyczne (zob.
Schoenfeld, 1985). A. Z. Krygowska rozumie zadanie matematyczne jako wypo-
wiedz powstala na tle sytuacji problemowej, sformutowana w jezyku werbalnym
lub werbalno-symbolicznym, z symbolika rysunkowa wlacznie, zawierajaca typowe
polecenia i typowe pytania, tylko polecenia lub tylko pytania (zob. Krygowska,
1977c¢). Autorzy niniejszego opracowania przyjmuja, ze zadanie matematyczne jest
pewnego rodzaju konstruktem, za$ jego rozwigzanie wymaga wykonania szeregu
intelektualnych czynnosci bazujacych na — $wiadomym lub nie — wykorzystaniu
strategii heurystycznych. Nalezy dodaé, iz uzywane w dalszej czesci tekstu termi-
ny: zadanie-problem, zadanie problemowe oraz problem matematyczny stosowane
sa przez autordéw zamiennie.

W literaturze z zakresu dydaktyki matematyki funkcjonuja rézne typologie
zadan matematycznych! (zob. np. Krygowska, 1977c; Polya, 1993; Rabijewska,
1994; Siwek, 2005) i juz one moga sugerowaé role poszczegdlnych typéw zadan
W procesie nauczania-uczenia si¢ matematyki. Wyodrebnianie réznych grup za-
dan matematycznych ukierunkowane jest na dostrzeganie specyficznych aktywno-
$ci ucznia. Miedzy innymi tym zagadnieniem zajmuja si¢ dydaktycy matematyki

1Ze wzgledu na ograniczong objeto$é opracowania autorzy artykulu nie przywoluja w tym
miejscu charakterystyk poszczegdlnych grup zadan, dopiero w dalszej czeéci pracy odwotuja sie
do konkretnych typologii, bezpo$rednio zwigzanych z omawianymi przyktadami. Dalecy sg jednak
od wnikliwej analizy prezentowanych zadan przez pryzmat wspomnianych typologii.
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w swoich badaniach. Nad analiza istniejacych juz typologii powinni pochylié¢ sie
rowniez przyszli nauczyciele tego przedmiotu. Wazna jest bowiem refleksja nad ko-
rzy$ciami ptynacymi z rozwigzywania przez uczniow pewnych typoéw zadan. Praca
nad zadaniami powinna by¢ ukierunkowana nie tylko na szybkie opanowanie przez
uczniéw latwo dajacych sie okresli¢ sprawnosci, wiadomosci czy schematéw i ich
zastosowanie w stereotypowych sytuacjach, ale takze na ksztaltowanie wladciwej
postawy intelektualnej uczacego sie. Praca nad odpowiednio dobranymi zadania-
mi powinna, miedzy innymi, rozwija¢ intuicje matematyczne i twércze myélenie,
prowokowaé do stawiania pytan i poszukiwania na nie odpowiedzi, zachecaé¢ do
kreatywnosci, inspirowa¢ do podejmowania badan, poszukiwania, eksperymento-
wania, stawiania hipotez i ich weryfikowania. Nie jest rowniez obojetna dla rozwoju
mlodego czlowieka umiejetnos¢ wlasciwego doboru i wykorzystania w procesie pra-
cy nad zadaniem nowoczesnych technologii obecnych w otaczajacym nas $wiecie.
Autorzy artykulu te wlasnie kwestie mieli na uwadze, wybierajac przyklady do
prezentacji w tej publikacji.

Nalezy zauwazy¢, ze sam proces nauczania-uczenia sie ma charakter dwuto-
rowy, czyli podczas pracy nad zadaniami uczg sie nie tylko uczniowie. Informacje
zwrotne uzyskane od uczacych si¢ w ramach tego procesu, a dokladniej podczas
interakcji nauczyciel — uczen, pozwalaja nauczycielowi doskonalié¢ jego warsztat dy-
daktyczny i wzbogacaé doswiadczenia, w szczegdlnosdci w zakresie doboru bardziej
warto$ciowych dla uczniéw zadan (zob. Turnau, 1990).

3. Przyktady zadan wraz z komentarzami dydaktycznymi

W tej czesci artykulu zaprezentowano, zapowiedziane wczesniej, przyklady
zagadnien, w ktérych kluczowa role odgrywaja odpowiednio dobrane, badz skon-
struowane zadania. Starano si¢ pokazaé, iz mogag one by¢ narzedziem pomocnym
w ujawnianiu sposobow mys$lenia uczacych sie, a takze srodkiem do wzbogacania
ich wiedzy i umiejetnosci matematycznych.

Praca nad przedstawionymi tu zadaniami nie jest latwa. Wymaga bowiem od
uczacych sie matematyki, ale czesto takze od nauczycieli, twérczego podejscia do
analizowanych probleméw, porzucenia pewnych utartych schematéw rozumowania
i postepowania, by méc przedstawié ich, czasami, niekonwencjonalne rozwiazania.
To wtlasnie ten czynnik, w opinii autoréw, powoduje, iz zaprezentowane dalej za-
dania sg tak istotne i wartosciowe w procesie nauczania-uczenia si¢ matematyki.
W kontekscie takich zadan, S. Turnau uwaza, ze ich rozwiazywanie uczy krytycz-
nego spojrzenia na dane zawarte w ich tresci, wyrabia nawyk analizowania tych
informacji przed przystapieniem do poszukiwania odpowiedzi, przeciwdziata po-
spiesznemu, schematycznemu dobieraniu dzialan prowadzacych do jednoznacznego
rezultatu, nieraz nawet wbrew zdrowemu rozsadkowi, gdy zadanie jest nietypowe
(Turnau, 1990).

Przyktad |

W codziennym zyciu nierzadko znajdujemy sie w sytuacjach, w ktérych mamy
do czynienia z nadmiarem lub niedomiarem informacji. Szybki rozwdj technolo-
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gii przyczynit sie¢ do gwaltownego wzrostu ilosci ogélnie dostepnych wiadomosci.
Obecnie gléwna trudnoscia nie jest samo pozyskiwanie informacji, lecz ich selek-
cja, a czasami uSwiadomienie sobie, w danej sytuacji, ze wystepuje ich deficyt badz
nadmiar. Zgodne jest to z my$la A. Z. Krygowskiej, ktéra uwaza, ze nalezy umiec¢
patrze¢, aby widzie¢ to, co chcemy zobaczy¢, podobnie, zeby ustysze¢ to, co nas
interesuje, trzeba umieé stuchaé (Krygowska, 1977¢). Rozwazanie odpowiednich
zadan jest wiec istotne z punktu widzenia przygotowywania uczacych sie do zycia
w otaczajacej nas rzeczywistosci.

Zadania, w trakcie rozwiazywania ktérych uczacy sie matematyki potrzebuje
krytycznie przyjrzeé sie¢ danym, sa niejednokrotnie zadaniami otwartymi. Czesto
nie maja one okreslonego algorytmu prowadzacego do rozwiazania, moga tez nie
mieé¢ jednoznacznej odpowiedzi. Pracujacy nad takim zadaniem musi podjaé de-
cyzje, ktére informacje pozostawié, a ktére odrzucié¢ (w przypadku, gdy ma do
czynienia z nadmiarem niesprzecznych danych) lub stwierdzié¢ brak mozliwosci roz-
wiazania zadania z powodu zbyt malej liczby danych czy tez z uwagi na sprzecznoscé
informacji wystepujacych w jego tresci. Zagadnienia te poruszane sa miedzy innymi
w dysertacjach G. Zieliniskiej (2011) i G. Jasiriskiej (2014). Motywem przewodnim
badan opisanych w obu pracach, a prowadzonych na réznych poziomach eduka-
cji, jest poszukiwanie odpowiedzi na pytanie o wplyw nadmiaru badz niedomiaru
danych na proces rozwiazywania przez uczniéow zadan tekstowych. W badaniach
tych podjeto prébe okreslenia postawy? uczniéw pracujacych nad przywolanym
dalej zadaniem. Metode badawcza stanowilta analiza wytworéw pracy uczniéw?.
Oto zapowiedziane zadanie:

Wyznacz obwéd prostokqta wiedzge, Ze jego pole jest réwne 18 em?, a dlugosci
bokow sq liczbami naturalnymi. Zapisz obliczenia z komentarzem i udziel odpowie-
dzi (Zielinska, 2011).

Analiza zebranego materiatu badawczego pozwolila dyplomantce wyrdznié kil-
ka uczniowskich postaw. Nalezy zaznaczy¢, ze z opisem, klasyfikacja czy wnioskami
(w kontekscie wszystkich przytaczanych w opracowaniu przykladéw) mozna niejed-
nokrotnie polemizowaé, jednak oddaja one réznorodnosé postaw i ich najbardziej
charakterystyczne cechy. Oto wybrane, przedstawione przez studentke postawy
badanych:

P.1. Rozwiazanie zadania dla przykladowych dlugosci bokéw (rozwaze-
nie jednego przypadku — obranie konkretnych, zgodnych z warunkami
zadania, diugosci bokéw).

P.2. Porzucenie pracy nad zadaniem w momencie stwierdzenia wielo-
znaczno$ci jego rozwigzania.

P.3. Rozwazanie wszystkich mozliwych przypadkéw dla réznych dhugo-
Sci bokéw prostokata bez udzielenia odpowiedzi koricowej do zadania.

2Przez termin postawa rozumiano stosunek czlowieka do zycia lub do pewnych zjawisk, wy-
razajacy jego poglady; tez: sposéb postepowania lub zachowania wobec okre$lonych zjawisk,
zdarzen lub w stosunku do ludzi (Stownik Jezyka Polskiego, 2000).

3W badaniach bralo udzial 38 gimnazjalistéw uczacych sie w III klasie, a przytoczone zadanie
stanowilo cze$¢ przygotowanej przez studentke karty pracy.



Wybrane uwagi na temat roli zadan matematycznych... [105]

P.4. Zauwazenie wieloznacznosci rozwiazania zadania i podanie jedne-
go z takich rozwiazan.

P.5. Zauwazenie wieloznacznosci rozwiazania zadania i préba podania
wszystkich takich rozwigzan.

Ponizej przytoczono wypowiedzi uczniow prezentujacych, wedtug autorki przy-
wolywanej pracy, postawe P.2.

e Sq rézne mozliwosci rozwigzania i ciezko okreslic, ktéra z nich jest prawidio-
wa.

Wychodzito mi kilka moZliwo$ci © nie wiem, co z tym zrobié.

Na to pytanie nie ma jasnej odpowiedzi, gdyz istniejq dwie prawidiowe.

Nie wiadomo, co zrobié, ktora z odpowiedzi jest dobra.

Sq dwa rozwigzania, tak byé nie moZe.

Sq dwa rozwigzania i nie da sie daé odpowiedzi, tu wszystkie pasujq za kaz-
dym razem sq liczby naturalne, a przeciez zadania zawsze majg odpowiedzi
(Zieliniska, 2011).

Jak zauwazyla dyplomantka, autorzy cytowanych wypowiedzi, podczas pra-
cy natrafiali na pewna bezradnos¢ w zakresie wyciggania wnioskéw z prowadzo-
nych rozumowan. Ponadto odnotowata, ze znalezienie jednego rozwigzania czesto
skutkowato zakonczeniem przez badanego pracy nad zadaniem. Wigkszosé¢ tych
uczniéw, ktorzy znalezli kilka rozwigzan, nie formulowala natomiast zadnej od-
powiedzi. W swojej pracy studentka zwrodcila uwage na kwestie charakteru za-
dan zamieszczanych na kartach podrecznikéw. Przyzwyczajanie uczniéw do zadan
o charakterze probleméw konwergentnych moze byé ograniczeniem rodzacym su-
gestie, iz zawsze istnieje tylko jedno dobre rozwiazanie dla sytuacji problemowe;j.
Wydaje sie, ze tego typu postawy sg wynikiem falszywych przeswiadczen badanych
o cechach, jakimi charakteryzuja si¢ zadania matematyczne.

Analiza zgromadzonego materialu ujawnia réznego rodzaju rozumowania, prze-
szkody i trudnosci uczniéw zwigzane z pracg nad przedstawionym tu zadaniem, co
wskazuje nauczycielowi kierunek pomocy, jakiej powinien udzieli¢ uczniom w ich
dalszej pracy.

Przyktad 11

W pracy K. Palimaki (2015) zaproponowano zestaw zadan, poprzedzony jed-
nym wspoOlnym poleceniem, wymagajacym od rozwiazujacego wskazania, w kon-
tekscie kazdego z zadan, jednej z ponizszych odpowiedzi:

e wszystkie informacje podane w zadaniu sa potrzebne do jego rozwigzania;
e podane informacje sa niewystarczajace do jego rozwiazania;

e jest za duzo informacji i zadanie mozna rozwiazaé, pomijajac niektére z nich
(dane nie sa sprzeczne);

e informacje podane w zadaniu sg sprzeczne.
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Praca ucznia nad przygotowanymi zadaniami zmierza do odkrycia zwiazkéw
miedzy danymi i szukanymi. Istotne jest to, ze uczen moze dokonaé tego na wiele
réznych sposobdéw. Jednak, jak pisze autorka pracy: Nie chodzi tu o to, aby ucznio-
wie rozwigzywali kazde zadanie w calodci lub zapisywali wszystkie zaleznosci (co
wigze sie z wydiuZonym czasem rozwigzania). Gléwna aktywnosé uczniow w trak-
cie rozwigzywania zadan polega ma tym, aby ,wyobrazi¢ sobie” jak przebiegalby
proces rozwigzania kazdego zadania; chodzi wiec o to, aby uczniowie opracowali
zestaw kolejnych czynnosci (ulozyli plan rozwigzywania zadania). Sprzyja to nie
tylko rozwijaniu wyobrazni arytmetycznej czy algebraicznej uczniow, lecz takze roz-
budza intelektualnie kazdego z nich (Palimaka, 2015).

Oto jedno z zadan ze wspomnianego zestawu, oczywiscie — jak zapowiadano
wczesniej — poprzedzone prosbg o wybér jednej z zaproponowanych, a przedsta-
wionych na poczatku przyktadu II, odpowiedzi.

Zbiér B = [—17,12] jest przeciwdziedzing funkcji f(x) = 3z + 4. Wyznacz dzie-
dzing tej funkcji, wiedzqc ze zbiorem wartodci jest zbidr C' = (1,10).

Dla zobrazowania charakteru pracy nad zadaniem, autorka proponuje wyko-
rzystanie pewnych wskazéwek heurystycznych. Stawianie pytan i udzielanie odpo-
wiedzi na nie pozwala na analize zaleznosci pomiedzy obiektami matematycznymi,
o ktérych jest mowa w tresci zadania. Mozliwym staje sie wéwczas wskazanie cech
zadania (za malo, wystarczajaco lub za duzo danych). Ponizej zaprezentowano
przyktadows analize wspomnianego zadania, nadajaca okreslony kierunek pracy
nad nim.

1. Co jest niewiadome? Dziedzina funkcji.

2. Co jest dane, jaki jest warunek? Dziedzina jest zbiorem wszystkich argumentéw,
dla ktérych funkcja przyjmuje wartosci ze zbioru C| a przeciwdziedzing funkcji jest
zbiér B. Zbior wartoéci funkcji zawiera sie w przeciwdziedzinie funkcji f.

Z warunkow zadania mamy
{ 1<3z+4 { x> -1
<~
10 >3z +4 T < 2.
Wynika stad, ze: x € (—1,2).
3. Czy warunek wystarcza do jednoznacznego okreslenia niewiadomej? Tak.
4. Czy warunek jest niewystarczajacy lub zbyt obszerny? Warunek jest zbyt ob-
szerny.

Zazwyczaj uczen — majac zadanie — musi je rozwiazaé¢. W omawianym przykta-
dzie nie chodzi natomiast o samo rozwiazanie zadania (o czym czytamy w przywo-
tanej wyzej wypowiedzi studentki), lecz o taka analize jego treéci, ktéra pozwoli
na wskazanie jednej z podanych na wstepie odpowiedzi ukazujacych istote tego
zadania.

Warto tu zauwazy¢, iz styl pracy nad przytoczonym zestawem zadan korespon-
duje z badaniami dydaktycznymi prowadzonymi miedzy innymi przez A. Zeromska

(1998, 2004), a dotyczacymi postaw uczacych sie wobec zadan.
Nieco odmienny charakter maja kolejne przyklady.
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Przyktad 11l

W pracy A. Ogieli (2009) podjeto probe skonstruowania zestawu zadan stu-
zacych ksztaltowaniu poje¢ geometrycznych, w szczegdlnosci intuicji zwiazanych
z pojeciem wielokatow rownowaznych przez pociecie. Zaproponowany przez stu-
dentke zestaw zawiera zadania, ktére — uzywajac terminologii A. Z. Krygowskiej
— mozna, zdaniem autoréw, zaliczyé do zadan-éwiczen i zadan problemowych*.

Cykl tych zadan zawiera takie zadania, w ktorych nalezy najpierw utworzy¢
tangramy (przez rozcinanie kwadratu wedlug instrukeji), nastepnie ulozy¢ z kar-
tonowych modeli figur (tanéw) figury tangramowe, zbudowaé z wybranych (badz
wszystkich) tanéw wielokaty wypukle, az w konicu rozstrzygnaé czy wielokaty sa
réwnowazne przez pociecie®. Ponizej zaprezentowano jedno z takich zadan.

Czy ponizsze figury sq réwnowazne przez pociecie (Ryc. 1)?

Ryc. 1

Zadanie to, zaproponowane przez A. Ogiele (2009), jest ¢wiczeniem (w sensie
typologii A. Z. Krygowskiej®), poprzez ktére mozna ksztaltowaé u uczniéw za-
gadnienie réwnowaznosci przez pociecie. W szczegoélnosci moze ono prowokowaé
rozwigzujacych do wskazania argumentéw uzasadniajacych, ze przywolane figury
nie sg rOwnowazne przez pociecie.

W pracy sformutowano réwniez inny, zaprezentowany ponizej, problem.

Rozetnij dwa kwadraty tak, aby z otrzymanych czesci otrzymad jeden kwadrat.

4Wéréd zadan matematycznych A. Z. Krygowska wyréznia pewien ich typ, ktére nazywa pro-
blemami. Zwraca uwage na fakt, ze jesli zadanie nie jest standardowe, jest dla ucznia nowe lub
dotyczy stosunkéw dla niego abstrakcyjnych, to nie przesadza to o tym, by zadanie zaliczyé na
danym poziomie nauczania do zadan-probleméw. Decyduje o tym nie sama trudnosé, ale ro-
dzaj trudnosci (Krygowska, 1977c). Autorka zwraca tez uwage na fakt, ze zadania-problemy sa
zadaniami otwartymi. W tej samej pracy autorka pisze, ze: dydaktycy matematyki najczesciej
nie definiujqg pojecia ,problemu matematycznego”, w odréznieniu od innych zadan matematycz-
nych, ilustrujq te réznice przykladami i kontrprzykladami. Z kolei S. Jones podaje nastepujace
okreslenie: problem matematyczny to pytanie dotyczgce matematyki, na ktére odpowiedz nie jest
natychmiastowa i nie moze byé uzyskana przez bezposrednie zastosowanie znanych schematéw
(w: Jones, 1966; za: Krygowska, 1977c, s. 25).

5Dwa wielokaty sa réwnowazne przez pocigcie (na wielokaty), jezeli jeden z nich mozna pociaé
na skonczong liczbe wielokatéw, z ktérych da sie zlozy¢ drugi wielokat. Naturalnym jest zalozenie,
ze przy ukladaniu wielokatow poszczegdlne czesci nie moga na siebie nachodzié, moga jedynie
mie¢ wspolny brzeg lub jego czesé.

6Rozwigzywanie tego typu zadania-éwiczenia wymaga aktywnosci odtwérczych. Praca nad
zadaniem ma na celu zmechanizowanie pewnych czynnosci, operacji wystepujacych czesto w toku
rozwiazywania innych zadan (Krygowska, 1977c).
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Na rysunku 2 przedstawiono, zaproponowany przez dyplomantke, szkic roz-
wiazania zadania.

a

Ryc. 2

Rozwiazanie to jest interesujace z punktu widzenia matematyki, gdyz z jednej
strony stanowi kluczowy element w dowodzie twierdzenia Bolyai-Gerwiena (omé-
wionego w dalszej czesci artykulu), z drugiej za$ przeanalizowanie zadania i tego
wlasnie rozwigzania w innym kontekscie ukazuje geometryczny dowdd twierdzenia
Pitagorasa. Mamy tu do czynienia z naturalnym przenikaniem si¢ réznych zagad-
nien matematycznych, ktérego uswiadomienie jest istotne zaréwno dla nauczyciela
ukazujacego pewna strukture wiedzy matematycznej, jak i dla ucznia, ktory te wie-
dze strukturalizuje. Nalezy zauwazy¢, ze studentka — proponujac powyzsze zadania
— potencjalnie stwarza sytuacje dydaktyczna, ktéra prowokowaé¢ moze uczniéw do
poczynienia refleksji po rozwigzaniu zadan. Zwraca si¢ tu uwage na réwnos$é¢ poél
figur tangramowych, a wiec na niezmienniczo$¢ pola w przeksztalceniach izome-
trycznych.

Zaprezentowane w pracy A. Ogieli (2009) zadania moga staé si¢ zalazkiem do
budowania przez studenta — przysztego nauczyciela — propozycji dydaktycznych
zmierzajacych do ksztaltowania nowych dla uczniéw pojeé¢, do odkrywania twier-
dzen, a przez to do poznawania nowych zagadnien matematycznych na drodze
wlasnych doswiadczen uczacych sie.

Podczas rozwiazywania odpowiednio skonstruowanego cyklu zadan uczen mo-
ze, krok po kroku, odkry¢ istote nowego dla niego pojecia matematycznego. W rze-
czywistosci ma do czynienia ze ztozonym problemem ,rozbitym” na szereg prost-
szych zadan.

Przyktad IV

W pracy A. Suder (2009) wypracowano podwaliny koncepcji dydaktycznej stu-
zacej opracowaniu zagadnien réownowaznosci przez pociecie, bazujacej na szeregu
zadan-problemow wspartych specjalnie przygotowanymi plikami komputerowymi.

Obserwacje poczynione podczas pracy ucznia umozliwiaja odkrycie dowodu
twierdzenia Bolyai-Gerwiena, ktore méwi, iz dwa wielokgty sq réwnowazine przez
pociecie wtedy i tylko wtedy, gdy majg to samo pole. Dowdd ,,w jedna strone” jest
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oczywisty i wynika bezposrednio z elementarnych wtasnosci planimetrii. Uzasad-
nienie, iz wielokaty o jednakowym polu sa réwnowazne przez pocigcie jest juz mniej
oczywiste i przebiega w kilku etapach, ukazujacych kolejno mozliwosci:

e pociecia wielokata na tréjkaty;

pociecia trojkata na czesci, z ktérych mozliwe jest ,,zlozenie” prostokata;
e pociecia prostokata na czesci, z ktorych ,ztozy¢” mozna kwadrat;

pociecia dwoch kwadratéw na czesci, z ktorych da sie zbudowaé jeden kwa-
drat.

Omawiana praca zawiera wiec w istocie rozwazania, ktére rodza si¢ na bazie
probleméw poruszanych w dysertacji A. Ogieli (2009). Mozemy tu jednak dostrzec
nowy aspekt omawianego zagadnienia. Chodzi o kluczowa role zadan problemo-
wych skonstruowanych przez studentke, ktore moga by¢ rozwiazywane ze wspar-
ciem komputera. Pliki utworzone przez autorke koresponduja z poszczegdlnymi
czedciami dowodu twierdzenia Bolyai-Gerwiena. Ich celem byla nie tylko wizu-
alizacja rozwazanego zagadnienia, lecz rowniez u$wiadomienie uczniowi struktury
i hierarchii czynno$ci podczas postepowania dowodowego. Studentka miedzy in-
nymi stworzyla plik (zob. rysunek 3), dzieki ktéremu uczen moze $ledzié¢ krok po
kroku idee pomystu ,pociecia — przelozenia” trojkata na takie czesci, z ktérych

47

mozna ,zlozy¢” prostokat.

Jak z trojkata otrzymac prostokat o tym samym polu?
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Ryc. 3

Autorka tak skonstruowala pliki, by stanowily one w pelni interaktywna po-
moc i by uczen mial kontrole nie tylko nad pojawiajacymi sie etapami, lecz réwniez
mial mozliwos¢ zmiany wlasnosci obserwowanych danych wejsciowych — w tym
przypadku ksztaltu tréjkata. Z dydaktycznego punktu widzenia to bardzo istotny
aspekt, gdyz w nauczaniu tradycyjnym rzadko mozna ,,obserwowac”, np. ten sam
etap dowodu, jednoczesnie dla réznych rodzajow trojkatow. Tym samym dyplo-
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mantka stworzyla uczniowi mozliwo$¢ analizy szerokiego spektrum przypadkdow
i calosciowego spojrzenia na sytuacje.

Rozwazania prowadzone w przywolanych pracach A. Ogieli (2009) i A. Suder
(2009) ukazuja jak mozna, poprzez dobér odpowiednich zadan, stworzy¢ sytuacje
problemowa, dzieki ktérej uczen bedzie prowokowany do odkrywania twierdzenia
matematycznego, w tym wypadku — twierdzenia wykraczajacego poza podstawe
programowa IV etapu edukacyjnego.

Przyktad V

W pracy nad zadaniem, o czym byla juz mowa wczeéniej, istotng role moze
odgrywaé odpowiednie uzycie nowoczesnych mediéw — co w konsekwencji wplynie
nie tylko na przebieg pracy nad zadaniem, ale réwniez na uzyskane efekty. Dyser-
tacje E. Gwizdz (2008) i R. Jeczko (2008), stanowiace podstawe tego przykladu,
wpisuja sie w nurt badan zwiazanych z praca nad zadaniem matematycznym.
Zadania problemowe stanowig tu narzedzie do ujawniania wiedzy i umiejetnosci
matematycznych uczacych sie, pozwalaja poznaé (zglebié¢) sposéb myslenia ucznia
postawionego w nowej dla niego sytuacji

Jak pisze R. Howe: sukces tradycyjnego nauczania przyczynil sie do powsta-
nia opartej na matematyce technologii, ktora z kolei stworzyla sytuacje, w jakiej
tradycyjne nauczanie juz nie jest odpowiednie (Howe, 1999, s. 102). Dostrzegajac
mozliwoéci pozytywnego wplywu nowoczesnych technologii na sposéb podejscia
do nauczania matematyki, w tym takze na rozwiazywanie zadan, warto przeko-
nywaé studentéw — przyszlych nauczycieli matematyki, aby czedciej — w procesie
nauczania-uczenia sie — aktywizowali uczniéw, wykorzystujac miedzy innymi kal-
kulator graficzny czy komputer. Wydaje sie, ze zaréwno nauczyciel z dtugim stazem
zawodowym, jak i mniej doswiadczony, ale odpowiednio ukierunkowany abiturient
studiéw matematycznych, potrafi wykorzysta¢ dobrodziejstwa nowoczesnej techno-
logii, adaptujac do jej potrzeb starsze, sprawdzone kanony dydaktyki matematyki.
Postawe taka prezentuja autorki prac (Gwizdz, 2008; Jeczko, 2008). Dyplomantki
za narzedzie badawcze przyjely nastepujace zadanie:

Sporzqdz wykres funkcji y = f(m), gdzie f(m) jest réwne liczbie pierwiastkéw
rownania:

2

1
2—| —2
T+ 3‘ | +

2
xl‘m
3

w zalezZnosci od parametru m € R.

Zadanie to mozna rozwigzaé tradycyjnie, tzn. na kartce papieru, kilkoma réz-
nymi sposobami. Warto zwrdci¢ uwage na fakt, iz jest ono sformulowane w sposéb
przejrzysty, jego tresé¢ nie jest skomplikowana ani nadmiernie rozbudowana. Mimo
swej prostoty nie jest to jednak ani trywialne, ani szablonowe zadanie i nie mozna
go rozwiazal poprzez zastosowanie tylko znanego schematu postepowania. Wyma-
ga ono od ucznia pewnego aktu tworczego. Na poruszane w zadaniu zagadnienie nie
ma natychmiastowej odpowiedzi i nie mozna jej uzyskaé przez bezposrednie zasto-
sowanie znanych algorytmoéw. Interesujace jest jednak to, ze odpowiedni program
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komputerowy moze nada¢ rozwiazaniu nowy sens, nowe spojrzenie na problem,
o czym przekonaly si¢ studentki. Moze on mie¢ szczegblne znaczenie zwlaszcza
wtedy, gdy uczen nie potrafi rozwiazaé¢ zadania w tradycyjny sposéb, jego rozwia-
zanie nie jest pelne lub gdy rozwiazujacy nie jest przekonany co do poprawnosci
rozwigzania.

Przedmiotem zainteresowania dyplomantek byto sledzenie samego procesu roz-
wiazywania zadania. W przywolanych pracach opisano badania indywidualne
(wspomagane uzyciem komputera) przeprowadzone wsrdéd uczniéw liceum ogdl-
noksztatcacego. W kazdej z opisywanych prac badania przebiegaly w dwoch eta-
pach. W pierwszym $ledzono prébe rozwiazania problemu bez pomocy komputera.
Uczen, majac do dyspozycji jedynie swoja wiedze, tablice matematyczne i przybory
do pisania, probowal rozwiaza¢ zadanie. Na zakoticzenie tego etapu studentki prze-
prowadzily z kazdym uczniem rozmowe, ktérej celem bylo wyjasnienie przyczyn
ewentualnego niepowodzenia ucznia i ujawnienie trudnosci jakie mu towarzyszyty
podczas rozwiazywania zadania. W kolejnym etapie udostepniono uczniom kom-
putery z odpowiednim programem (np. GeoGebra lub Wykresy funkeji). W tej
nowej sytuacji uczniowie podejmowali ponowna prébe rozwigzania problemu.

7 GeaGebra [|[=<]
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Ryc. 4

Praca w drugim etapie rejestrowana byla przy pomocy specjalnego programu
komputerowego. Z otrzymanego zapisu stworzony zostal film, ktéry postuzyl po-
tem jako material do analizy pracy uczniéw. Przykladowy zrzut ekranu ukazujacy
prace ucznia nad zadaniem ilustruje rysunek 4.

Obserwacje pracy uczniow nad zadaniem-problemem i poczynione przez dy-
plomantki uwagi zdaja sie by¢ zgodne z teoria ,rusztowan” (Kutzler, 1998), kt6-
ra mowi, ze uzycie komputera pomaga uczniom w uzupelnieniu ewentualnych luk
w wiedzy czy umiejetnosciach, wynikiem ktérych moze okazaé si¢ bezradno$é w po-
dejéciu do problemu. Nie kazdy poddany badaniom uczen byl w stanie rozwiazac
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postawiony mu problem juz na pierwszym etapie. Jednak mozliwos¢ skorzysta-
nia w trakcie pracy z odpowiedniego programu komputerowego zachecita uczniow,
szczegblnie tych o niskich umiejetnosciach matematycznych, do zajecia sie zada-
niem i pozwolila na podjecie kolejnej proby jego rozwiazania. Badani mogli nadal
pracowa¢ nad zadaniem, a w konsekwencji nabywaé nowe doswiadczenia.

Zastosowanie nowoczesnych technologii nie stoi bynajmniej w sprzecznosci
z ugruntowanymi przestankami dydaktycznymi. Omoéwione przyklady potwierdza-
ja stwierdzenie: jezeli réwnoczesnie z ujawnieniem sie potrzeby, rodzi sie w mym
mozgu sposob na jego zaspokojenie, to wowczas nie ma zadania. Jesli zas nie znaj-
dugje sie takiego sposobu, to dopiero wtedy mamy przed sobg zadanie. Tak wiec za-
danie pojawia sie wowczas, gdy zachodzi potrzeba swiadomego poszukiwania Srodka,
za pomocg ktorego mozna osiggnagc dobrze widoczny, lecz chwilowo niedostepny cel.
Rozwigzaé zadanie — to tyle, co znaleZé ten $rodek (Polya, 1975, s. 145). Jak po-
kazaly badania, takim srodkiem moze by¢ komputer, a Scislej mowiac, stosownie
dobrany program komputerowy.

Dyplomantki dostrzegtly istotne aspekty dotyczace wspierania procesu dydak-
tycznego nowoczesnym medium. Dzieki wykorzystaniu komputera nauczyciel moze
stworzy¢ taka sytuacje dydaktyczna, ktéra pozwoli uczniom z innej perspektywy
spojrzeé na problem, z ktérym do tej pory miat trudnosé. Taki zabieg moze spra-
wié, ze uczniowie lepiej zrozumieja problem i w konsekwencji udziela odpowiedzi
na postawione w zadaniu pytania. Umiejetne wykorzystanie komputera moze za-
tem ponownie zaktywizowaé i zacheci¢ uczniéw do dalszej pracy nad porzuconym
problemem. Przyszly nauczyciel, opracowujac i korzystajac z tego typu pomocy
dydaktycznych, powinien mie¢ ten fakt na uwadze.

Powinien by¢ jednak $wiadomy takze trudnosci i zagrozen wynikajacych z za-
stosowania nowoczesnych technologii do wsparcia procesu dydaktycznego (De Cor-
te, 1995), ktére moga wynika¢ na przyklad z bezgranicznego zaufania do tego
narzedzia (Ratusinski, 2001; Pawlak, 2001; Kakol, Ratusiriski, 2004, 2007). Cze-
sto mozna spotkaé sie z opinia, iz w tradycyjnym rozwiazywaniu zadan wiek-
szy nacisk ktadzie sie na uzyskanie prawidtowej odpowiedzi, niz na znajdywanie
sposobow rozwiazania zadania. Komputer, pozwalajac uczniom znalezé poprawna
odpowiedz, jest dla nich na tyle przekonywujacy, ze zupelnie nie czujg potrzeby
dowodzenia czy uzasadniania zaobserwowanych spostrzezen. Komputer w tej sy-
tuacji jawi sie jako pewnego rodzaju przeszkoda epistemologiczna (Pawlak, 2001;
Sierpinska, 1987). Uczniowie, ktérzy w badaniach E. Gwizdz (2008) i R. Jeczko
(2008) uzyskali z pomoca komputera satysfakcjonujace ich odpowiedzi, zaprzestali
dalszej pracy w celu uzasadnienia poprawnoéci sformutowanych hipotez. Wykorzy-
stanie komputera ostabito ich dalszg motywacje do dzialania. Co wiecej, prowoko-
wani do udowodnienia swoich hipotez, najczeéciej jeszcze raz odtwarzali przebieg
swojej pracy na komputerze, nie uzasadniajac matematycznie poprawnosci swoich
spostrzezen. Wielu dydaktykéw w swych pracach przywolywalo to zjawisko, ob-
serwujac podobne ostabienie zainteresowania odkryciem pelnego rozwiazania po
uzyskaniu odpowiedzi w szczegblnym przypadku. W kontekscie dysertacji obser-
wacje takie widoczne sa np. w pracy G. Zieliniskiej (2011).
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4. Zakonczenie

Nalezy zaznaczy¢, ze poruszane w artykule zagadnienia nie sa nowe. Sg one
jednak nadal aktualne i wydaja si¢ by¢ kluczowe dla rozwijajacej si¢ dziedziny
naukowej, jaka jest dydaktyka matematyki. Nadal bowiem w ksztalceniu mate-
matycznym wazna jest mysl A. Z. Krygowskiej: dydaktyka matematyki eksponuje
aktywnosé tworczg, czynny i Swiadomy udzial uczgcego sie w odkrywaniu pojec,
wzorow, twierdzen, dowodow, w schematyzowaniu sytuacji, w ich matematyzowa-
niu, ogoélnie w rozwigzywaniu problemoéw bardzo zréznicowanych, obejmujgcych ca-
to$é materialu nauczania (Krygowska, 1981a, s. 13). Rozwiazywanie odpowiednio
dobranych zadan, to bez watpienia jedna z wazniejszych aktywnoéci, na ktora
nalezy ktas¢ nacisk w ksztalceniu matematycznym. Stwierdzenie to nie jest bez-
podstawne, w opinii autoréw artykulu warto, by stanowito (pewnego rodzaju) apel
do wszystkich, ktérzy maja wplyw na organizacje i przebieg procesu nauczania-
uczenia si¢ matematyki, gdyz — zgodnie z tym, co stwierdzitla A. Z. Krygowska —
uczen tworzy sobie takq koncepcje matematyki, jaka mu sie ukazuje przez pryzmat
rozwigzywanych przez niego zadan (Krygowska, 1977c, s. 3).

Uwagi poczynione w artykule nie wyczerpuja tematyki zwiazanej z rola za-
dan w ksztalceniu matematycznym. Od wielu lat jest ona bowiem przedmiotem
zainteresowania zaréwno dydaktykdéw matematyki, jak i nauczycieli praktykdw,
a badania procesu nauczania-uczenia si¢ matematyki odbywajg sie wielotorowo,
z uwzglednieniem réznych jego aspektéw. Przykladem moga by¢ tu te badania,
w ktérych przedmiotem jest proces pracy nad zadaniem matematycznym (Cio-
sek, 1976; Ciosek, Pawlik, 1998; Czajkowska, 2005, 2007, 2009; Czapliniska, 2003a,
2003b; Schoenfeld, 1985; Polya, 1993, 1975; Hejny, 2003; Major, 2006; Major, Po-
wazka, 2012; Zareba, 2003, 2012, 2015) lub takie, w ktérych zadania stanowia na-
rzedzie diagnostyczne umozliwiajace poznanie zjawisk towarzyszacych procesowi
nauczania-uczenia si¢ (Legutko, 1987; Nowecki, 1974, 1975, 1977; Pardala, Uteeva,
Ashirbayev, 2015; Trelifiski, 2006; Zeromska, 1998, 2004). Odrebny nurt stanowia
badania dotyczace roli nowoczesnych technologii w procesie rozwiazywania zadan
matematycznych (Kakol, Ratusinski, 2004, 2007; Ratusinski, 2001, 2003a, 2003b;
Parcia, 2004; Wojtus, 2007).

Kazde z rozwazanych w artykule zagadnien oSwietla z innej perspektywy kwe-
stie dotyczace wykorzystywania zadan w procesie nauczania-uczenia si¢ matematy-
ki. Kazde z nich pozwala takze spojrze¢ na wskazane wczesniej elementy procesu
ksztalcenia przez pryzmat zadan odgrywajacych w nim kluczowa role. Chodzi,
miedzy innymi o to, ze zaprezentowane w opracowaniu przyklady zadan ilustruja
nie tylko aspekt zwiazany z ich rozwiazywaniem, ale ukazujg réwniez ich mozliwy
wplyw na inne komponenty procesu ksztalcenia — ksztattowanie poje¢ matematycz-
nych czy prowadzenie rozumowan. W artykule starano sie przede wszystkim pod-
kresli¢ wage przemyslanego doboru zadan, w szczegdlnodci takich, dzieki ktérym
mozliwe jest tworzenie spdjnych koncepcji dydaktycznych. Omoéwiono przyktad
ilustrujacy wplyw nadmiaru, badz niedomiaru danych na proces rozwiazywania
zadan. Ukazano tez problematyke dotyczaca projektowania cyklu zadan o schema-
cie rozwiazania mogacym nawiazywaé do etapéw rozwigzywania zadania (Polya,
1993). Kluczowa role w przedstawionym w artykule przykladzie odgrywa etap do-
tyczacy ukladania planu rozwiazania zadania. Zwrdcono na to uwage, poniewaz
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planowanie pracy nad zadaniem, czy uczenie rozwiazywania zadan, to jedne z istot-
niejszych kwestii w nauczaniu. W niniejszej pracy zobrazowano réwniez, w jaki spo-
séb mozna — za pomoca odpowiednio skonstruowanego cyklu zadan — ksztattowaé
pojecie matematyczne. Wykorzystanie nowoczesnych technologii pozwolito ukazaé
to samo zadanie w innym $wietle — jako zadanie prowokujace uczniéw do specy-
ficznych aktywnosci matematycznych zwiazanych z odkrywaniem, formutowaniem
i dowodzeniem twierdzen. Przytoczono ponadto przyktad zadania problemowego
stanowiacego narzedzie nie tylko do ujawniania wiedzy i umiejetnosci matematycz-
nych uczacych sie, ale réwnoczesnie (dzieki wsparciu komputerowemu) bedacego
pomocy dla nauczyciela w ukierunkowaniu ucznia do dalszej pracy nad wczesniej
,porzuconym” przez niego zadaniem. Wszystkie, poruszone w przykladach, za-
gadnienia sg wazne zaréwno z punktu widzenia nauczyciela praktyka, studenta
przygotowujacego sie do zawodu nauczyciela, jak i dydaktyka matematyki.

Wiedza i umiejetnoéci matematyczne petnig w naszym codziennym zyciu istot-
na role, a wspolczesny swiat podlega bardzo szybkim i glebokim przemianom, co
wplywa takze na system ksztalcenia i stanowi wyzwanie dla calej edukacji. Jedno-
czes$nie na kazdym poziomie nauczania gtéwna o$ edukacji matematycznej stanowi
rozwiazywanie zadan. Przygotowujac ucznia (w ramach szkolnego nauczania) do
zycia w otaczajacej go rzeczywistosci, powinno sie wiec zwracaé uwage na rozwia-
zywanie takich zadan, ktére pozwalaja ksztaltowal szeroko pojete kompetencje
matematyczne, a takze ucza myslenia i wplywaja na rozwdj kultury matematycz-
nej mtodych ludzi. Nie tylko wiedza jest bowiem istotna. Oprécz wiedzy potrzebna
jest réwnoczednie, miedzy innymi umiejetnoéé jej wykorzystywania, matematyzo-
wania sytuacji codziennych, prowadzenia rozumowan, argumentowania, stawiania
hipotez i ich weryfikacji, zadawania pytan i poszukiwania na nie odpowiedzi —
to wazne elementy rozwoju kazdego czlowieka. Warto jest zatem ksztalcié¢ tak, by
zdobyta wiedza i zgromadzone doswiadczenia pozwalaly na skuteczne rozwiazywa-
nie napotykanych probleméw w nieustajaco zmieniajacym si¢ $wiecie. Nauczyciele,
jako przewodnicy w procesie edukacji, powinni by¢ wyczuleni na te kwestie.

Zaréwno uczenie sig¢, jak i nauczanie matematyki odbywa si¢ w duzej mierze
poprzez rozwiazywanie zadan matematycznych. Stuza one oczywiscie realizowaniu
roznorodnych celéw nauczania matematyki na wszystkich poziomach edukacji.

Jednak rozwiazujac zadania, uczen powinien nie tylko nabywaé nowa wiedze
i doskonali¢ rézne umiejetnodci, ale réwniez mie¢ sposobnosé¢ do rozwijania ak-
tywnosci specyficznych dla dzialalno$ci matematycznej oraz ksztaltowania postaw
i umiejetnosdci potrzebnych wspoétczesnemu cztowiekowi niezaleznie od dziedziny
jego dziatalno$ci (Turnau, 1990). Swiadomosé tego faktu i wiasciwe jego wyko-
rzystanie w procesie nauczania-uczenia si¢ matematyki powinno by¢ zasadniczym
aspektem ksztalcenia przyszlych nauczycieli.
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