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Abstract. Mathematical texts are characterised by the occurrence of specific
symbols. They may be letters (as applied, for example, by Euclid), number
symbols or graphic signs with context-independent meaning. Mathematical
symbols store knowledge of previous generations that provides frameworks
with which to examine history of mathematical problems. In this paper, we
deal with symbols related to the concept of function and related concepts like
limit, and some other set theoretical or logical concepts. We focus on sym-
bols that have survived unchanged into the present day and are commonly
used. In part, we rely on the well-known book by Florian Cajori, “History
of Mathematical Notations”, first published in 1928-1929. Since mathemat-
ical notation is still growing, we also present symbols emerged after [Cajori
1928-1929].

Wstep

Jedng z charakterystycznych cech matematyki jest stosowanie symboli. Czesé¢
z nich jest oznaczeniem literowym (takim, jakie stosowal na przyklad Euklides
w swoich Elementach (Fitzpatrick, 2008); (Blaszczyk, Mréwka, 2013) lub ma
charakter numeryczny (np. wszelkie znaki stuzace do oznaczania liczb). W niniejszej
pracy pod pojeciem symbolu matematycznego bedziemy rozumie¢ powszechnie
stosowany i utrwalony znak graficzny, ktéry zawiera w sobie pewien zasob wiedzy
utrwalonej przez kilka generacji, za$ jego znaczenie nie zalezy od kontekstu, w kto-
rym symbol ten si¢ znajduje.

W pracy chcemy przedstawi¢ symbole i pojecia dotyczace funkcji lub blisko
z nig zwiazane (granica, pewne terminy z zakresu teorii zbioréw czy logiki). Skon-
centrujemy si¢ na tych symbolach, ktére w niezmienionej formie przetrwaly do
dzi$ i sa stosowane na calym Swiecie. Cze$¢ przedstawionych informacji nie jest
nowa. Mozna je znalezé w wielu opracowaniach, np. w klasycznej pracy Floriana
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Cajori (Cajori, 1993). Przytaczamy je, aby dokladniej opisaé, jak tworzyla sie
wspolczesna symbolika matematyczna oraz podkreslié, ze jest ona zywym, ciggle
rozwijajacym sie jezykiem. Wyzej wspomniana ksiazka Cajori zostala po raz pier-
wszy wydana w 1929 roku i od tej pory powstalo wiele nowych oznaczen. Niektére
z nich przedstawimy w niniejszej pracy.

1. Funkcja

Wedlug Youschkevitch (1976) rozwdj pojecia funkcji mozna podzielié na trzy
etapy:

e starozytnos¢, nie byto wowczas formut algebraicznych, doktadnych algoryt-
mow, wyrazen analitycznych; rozwazano poszczegdlne przypadki zaleznosci
pewnych dwéch wielkosci bez wprowadzenia ogdlnego pojecia zmiennej i funk-
cji,

o $redniowiecze, w ktérym ogdlne pojecia zostaly wyrazone nie poprzez wzér,
ale poprzez stowny opis, wykres lub tablice, najczesciej w praktycznych za-
stosowaniach, np. w zagadnieniach geometrycznych i mechanicznych,

e okres od konca XVI wieku, gdy zaczely przewazac¢ analityczne sposoby przed-
stawiania funkcji (za pomoca sum nieskoriczonych szeregéw potegowych).

W Kleiner (1989) przedstawiony jest poglad, ze gléwnym powodem braku jasno
sformulowanego pojecia funkcji w starozytnosci i sSredniowieczu byl przede wszyst-
kim brak wymagan wstepnych oraz symboliki. Druga przyczyna stanowil niedo-
statek motywacji wprowadzenia abstrakcyjnych poje¢. Dopiero w wiekach XV-
XVII doszto do takiego rozwoju matematyki, ktéry okazat sie¢ fundamentalny dla
wprowadzenia koncepcji funkcji. Wprowadzono w tym czasie liczby rzeczywiste
i zespolone, powstawala symboliczna algebra (np. Viete, Kartezjusz), rozwazania
dotyczace ruchu staly sie podstawowym elementem nauki (np. Kepler, Galileusz),
doszlo do polaczenia algebry i geometrii (np. Fermat, Kartezjusz). Jednym z fun-
damentalnych dziel tego okresu byl traktat matematyczny Geometria Kartezjusza.
Poczatkowo byl on czedcia rozprawy Discours de la Méthode pour bien conduire sa
raison, et chercher la vérité dans les sciences, plus la Dioptrique, les Météores et la
Géométrie qui sont des essais de cette Méthode ! wydanej w 1637 roku w Lejdzie.
Dzielo zredagowane w jezyku francuskim nie osiagneto wielkiego sukcesu. Dopiero
oddzielenie Geometrii i opublikowanie jej w jezyku tacinskim w 1649 roku spotkato
sie z szerokim odzewem. Nowoscia tego dzieta bylo powiazanie krzywej z réw-
naniem wielomianowym. Kartezjusz definiowal krzywe jako zbiér przecie¢ dwoch
poruszajacych sie krzywych, a kazdy punkt przeciecia opisywal réwnaniem (2, y),
przy czym zakladal, ze na otrzymanej w ten sposéb krzywej nie ma punktéw in-
nych, niz opisane tym réwnaniem. Mimo, ze Kartezjusz powiazal ruch z rownaniem
algebraicznym, to nie widzial zwiazku miedzy definicja krzywej (np. poprzez prze-
cigcia krzywych lub za pomoca mezolabium) i jej réwnaniem. Jednakze po raz

Rozprawa o Metodzie, w celu prawidlowego kierowania swym rozumem i poszukiwa-
nia prawdy w naukach oraz Dioptryka, Meteory i Geometria, ktére sq esejami tej Metody
(wg Blaszczyk, Mréwka, 2015)
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pierwszy krzywa rozumial nie jako linie ciagla (tak, jak to bylo u starozytnych
Grekow) a jako obiekt zlozony z punktéw opisanych para liczb (z,y).

Idee Kartezjusza byty rozwijane przez wielu matematykow i staly sie inspiracja
do wprowadzenia pojecia funkcji. Wedlug Kleiner (1989) kluczowym momentem
bylo wprowadzenie zmiennej i wyrazanie relacji pomiedzy zmiennymi za pomoca
rownarn. Poniewaz nie bylo rozréznienia pomiedzy zmienng niezaleing a zmienng
zalezng, wiec podawane réwnania nie byly rozumiane jako funkcja, ale jako zwiazek
pomiedzy dwiema wielkosciami tak, jak to przedstawiatl Kartezjusz.

Wydaje sie, ze potrzeba zdefiniowania funkcji pojawila sie dopiero w XVII
wieku. Wtedy dzieki dwém matematykom: Gottfriedowi Wilhelmowi Leibnizowi
(1646 - 1716) oraz Izaakowi Newtonowi (1642 - 1727) powstal dzial matematyki,
ktory dzi§ nazywamy rachunkiem rdzniczkowym i calkowym (polskie nazwy wpro-
wadzil Jan Sniadecki (1756 - 1830), na $wiecie w powszechnie uzywane sa nazwy
pochodzace od Leibniza: calculi differentialis, calculi integralis). Stowo funkcja
pojawito sie po raz pierwszy w 1673 roku w pracy Methodus tangentium in-
versa, seu de fuctionibus (Metoda stycznych odwrotna, czyli o funkcjach) napisanej
przez Leibniza (wg. Kline, 1972, s. 340). Leibniz stosowal je majac na uwadze
relacje miedzy krzywymi oraz stycznymi. Uwazal, ze jest to wielko$¢, ktéra spetnic¢
szczegdlne zadanie. Kilka lat pézniej, w 1694 roku w Nova Calculi differentialis...
Leibniz (1694) Leibniz uzywal stowa funkcja definiujac ja jako

J’appelle fonction un segment de droite déterminable exclusivement
a partir de droites menés entre un point fixe et un point donné de la
courbe et de sa courbure?.

W tym czasie znane juz byly pojecia: stala, zmienna, wspélrzedna, parametr. Uzy-
wano ich np. w de 'Hépital (1696). W tym samym 1694 roku, Johann Bernoulli
(1667 - 1748) w liscie do Leibniza napisal, ze funkcja to ilosé¢ jakos utworzona
ze zmiennych @ stalych. Dopiero w 1698 roku, w innym lidcie do Leibniza, Jo-
hann Bernoulli pierwszy raz uzy! slowa funkcja w sensie analitycznym, tzn. opisal
funkcje jako jedno wyrazenie ztozone z liczb oraz dziatan arytmetycznych dodawa-
nia, odejmowania, mnozenia, dzielenia, potegowania i pierwiastkowania, przy czym
dopuszczone byly szeregi nieskoniczone i granice. W 1718 roku Bernoulli prébowat
sprecyzowaé co nalezy rozumieé¢ pod pojeciem funkcji. Uwazal, ze jest to zwiazek
pomiedzy dwiema wielkoSciami: zmienna i druga, ktora wyraza jakas zalezno$é¢ od
tej pierwszej (Bernoulli, 1718, s. 108):

On appele ici fonction d’une grandeur variable, une quantié composée
de quelque maniére que ce soit de cette grandeur variable et de con-
stantes®.

Proby precyzyjnej definicji funkeji byty podejmowane przez wielu matematykow
i w 1779 roku, w angielskiej encyklopedii (Chambers’ Cyclopedia) pojawito sie
hasto:

2Funkcjg nazywam czesé linii prostej, ktéra jest odcinana prostymi liniami wytacznie za po-
mocyg ustalonego punktu oraz punktu krzywej, ktory jest dany wraz ze stopniem krzywizny.
Wszystkie ttumaczenia, o ile nie jest inaczej zaznaczone, pochodza od autorek artykutu.

3Funkcja wielkosci zmiennej nazywa si¢ wielkoéé liczbows, zestawiong, w dowolny sposéb z owej
wielkosci zmiennej i stalych (ttum. Duda (2015)).
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The term function is used in algebra, for an analytical expression any
way compounded of a variable quantity, and of numbers, or constant
quantities?.

Leibniz i Bernoulli uzywali réznych oznaczen na funkcje. Bernoulli oznaczal ja
litera n, za$ zmienna litera z, potem funkcje litera X zas zmienna &, zas jej wartosc
dla tej zmiennej symbolem £X. W 1697 roku napisal do Leibniza (wg. Cajori, 1993,
vol. 2, s. 267):

for denoting any function of a variable quantity x, I rather prefer to
use the capital letter having the same name X or the Greek &, for
it appears at once of what variable it is a function; this relieves the
memory®.

W odpowiedzi, Leibniz zauwazyl, ze jesli jest kilka funkcji zaleznych od tego
samego x, to mozna je dla ulatwienia ponumerowaé (wg. Cajori, 1993, vol. 2,
s. 268). Od 1718 roku Bernoulli uzywal litery ¢, aby oznaczy¢ funkcje, a jej wartosé
dla zmiennej z oznaczal pz. Az do 1734 roku nie pisano argumentu funkcji w naw-
iasach, ani nie uzywano litery f jako nazwy funkcji. Dopiero w 1734 roku Leonhard
Euler (1707-1783) wprowadzil symbol f(z), w swojej pracy (1740, s. 186, 187)
napisal:

Si f(% +¢) denotet functionem quamcunque ipsius 7 + cS.
W tym samym czasie Alexis Claude de Clairault (lub Clairaut) (1713-1765) i Jean
le Rond d’Alembert (1717-1783) funkcje zmiennej x oznaczali przez Iz, @z, px
lub Az, bez nawiaséw przy argumentach, zas d’Alembert nawiasy zaczal stosowaé
w swoich pracach dopiero w 1754 roku.

Oczywidcie te oznaczenia nie od razu sie przyjely. Matematycy czesto stosowali
swoje wlasne, ale coraz czesciej w literaturze mozna bylo spotkaé¢ mala litere ozna-
czajaca funkcje i w nawiasach jej argument. Natomiast nie zajmowano sie zupelnie
dziedzina funkcji (jako zbiorem) i zbiorem wartosci funkcji. W 1888 roku Richard
Dedekind (1831 — 1916) sformulowal definicje funkcji jako ,przeksztalcenie zbioru
S w inny zbiér”. W [ Abbildung einer Menge” Dedekind (1887, s. 10-11) napisal:

Unter einer Abbildung ¢ einer Menge S wird Gesetz verstanden, nach
welchem zu jedem bestimmten Element s von S ein bestimmtes Ding
gehort, welches das Bild von s heifit und mit ¢(s) bezeichnet wird;
wir sagen auch, dafl ¢(s) dem Element s entspricht, dai ¢(s) durch
die Abbildung ¢ aus s entsteht oder erzeugt wird, dal s durch die
Abbildung ¢ in ¢(s) ubergeht”,

4Termin funkcja jest stosowany w algebrze na wyrazenie analityczne zlozone ze zmiennych,
liczb lub stalych wielko$ci.

Saby oznaczyé dowolna funkcje zmiennej z, wolatbym uzywaé wielkiej litery majacej te sama,
nazwe X lub greckiej &, poniewaz od razu widaé, co jest zmienna, a co funkcja; tatwiej jest to
zapamietac.

(’f(g +c) oznacza funkcje zalezng od 7 +c.

"Przeksztalceniem ¢ na zbiorze S nazywamy przyporzadkowanie kazdemu elementowi tego
zbioru pewnego obiektu, ktéry bedziemy nazywaé obrazem s i oznaczaé ¢(s); bedziemy réwniez
méwili, ze ¢(s) odpowiada elementowi s, tzn. ¢(s) generowany jest z s przez przeksztalcenie .
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powolywal sie przy tym na prace Petera Gustava Lejeune Dirichleta (1805-1859)
z roku 1879, do ktérej napisal wstep. Warto tu wspomnieé¢ o funkcji nieciaglej
w kazdym punkcie, ktérg zawdzieczamy Dirichletowi: przyjmuje ona warto$é¢ c
na zbiorze liczb wymiernych i warto$é d na zbiorz liczb niewymiernych (Dirich-
let, 1829, s. 10). Dedekind nie uzywa jeszcze pojeé dziedzina, przeciwdziedzina,
ale wprowadza nazwe obraz (Bild), jako zbidr wszystkich wartosci ¢(s) dla s € S
i oznacza go przez ¢(S). Ponadto, postuguje sie takze nazwami: funkcja identy-
cznosciowa (identysche Abbildung), iniekcja (iniektive Abbildung), bijekcja (bijek-
tive Abbildung). Dedekind zdefiniowal takze zlozenie funkcji, ktére przy podanych
nizej oznaczeniach zapisywal w postaci ¢ - ¢ lub ¥:

Ist ¢ eine Abbildung einer Menge S, und ) eine Abbildung des Bildes
S’ = p(S), so entspringt hieraus eine aus ¢ und ¢ zusammengesetzte
Abbildung © von S, welche darin besteht, dafl jedem Elemente s von
S das Bild ©(s) = ¥(s") = ¥(p(s)) entspricht, wo wieder ¢(s) = s’
gesetzt ist®.

Warto zauwazy¢, ze Dedekind wiedzial, iz kolejnos¢ zlozenia jest istotna i ztozenie
funkeji w odwrotnej kolejnosci nie musi istnie¢ (Dedekind, 1887, s. 11).

W czasach Dedekinda nie uzywano jeszcze symbolu strzatki. Aby podkreslié
fakt, ze funkcja f dziala ze zbioru X w zbiér Y najczesciej pisano wéwcezas f(X) c
Y. Dopiero w 1939 roku czlonkowie grupy Nicolas Bourbaki’ po raz pierwszy
zastosowali oznaczenie: x — f(x) (1939, s. 4), za$ rok pdzniej, w 1940 roku Witold
Hurewicz (1904-1956) wprowadzil strzatke — jako przyporzadkowanie zbioréw X
1Y za pomoca funkcji f i napisal f: X - Y (1940, s. 61). Mozna uznaé, ze od tego
momentu zapis ten zaczal sie upowszechnia¢, chociaz poczatkowo w ksigzkach
i artykutach dodawano wythumaczenie, jak nalezy go rozumie¢. Jeszcze w 1971
roku Saunders Mc Lane (1909-2005), w swojej ksiazce Categories for the working
mathematician (1971, s. 10), pisal:

Each arrow f: X — Y represents a function; that is, a set X, a set Y and
a rule x — fx which assigns to each element x € X an element fz €Y
whenewer possible we write fx and not f(x) omitting unnecessary

parentheses!?.

Na stronie 29 tej samej ksiazki dodat:

The fundamental idea of representing a function by an arrow first ap-
peared in topology about 1940, probably in papers or lectures by W.
Hurewicz [...]. His initiative immediately attracted the attention of R.

8 Jezeli ¢ odwzorowuje element s zbioru S, za$ 1 jest przeksztalceniem obrazu S’ = ¢(S), to
na zbiorze S tworzy sie z funkcji ¢ i 1) zlozenie ©, ktére jest obrazem elementu s z S ©(s) =
¥(s') = ¥(p(s)), gdzie p(s) = -

Stowarzyszenie Nicolas Bourbaki powstalo w 1935 roku i nalezeli do niego m.in. Henri Car-
tan, René de Possel, Jean Dieudonné, André Weil, Claude Chevalley oraz Szolem Mandelbrojt.
Zadaniem stowarzyszenia bylo przedstawianie stanu 6wczesnej wiedzy matematycznej w sposéb
jak najbardziej usystematyzowany i precyzyjny.

10Kazda strzatka f: X — Y oznacza funkcje; to znaczy zbiér X, zbiér Y oraz przeksztalcenie
z — fx, ktére przyporzadkowuje dowolnemu elementowi z € X pewien element fx € Y jesli to
mozliwe, bedziemy pomijaé¢ zbedne nawiasy i pisa¢ f zamiast f(x).
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H. Fox and N. E. Steenrod, whose paper used arrows [...]. The arrow
f X - Y rapidly displaced the occasional notation f(X) c Y for
a function!!.

2. Granica

Pojecie funkcji ewoluowato, pojawiatly sie nowe idee z nim zwiazane, np. funkcja
ciggla. Ciaglosé funkcji obecnie Scisle wigze sie z pojeciem granicy. Intuicyjne
rozumienie granicy i dzialan na zerze (wlacznie z dzieleniem) bylo widoczne juz
w XII wieku w pracach Bhaskara (1114-1185), np. w napisanej w 1150 roku
ksiazce Lilavati. Poniewaz wiazalo sie to z wielko$ciami nieskoniczenie matymi lub
nieskonczenie duzymi i wieloma paradoksami z tym zwiazanymi, dtugo nie bylo
ani definicji granicy, ani definicji funkcji ciagle;j.

Pierwsza definicja granicy pojawila sie w 1784 roku, gdy Akademia w Berlinie
oglosita konkurs na jasng i doktadng teorie nieskornczonosci w matematyce, rozu-
miejac przez to przede wszystkim wielkosci nieskonczenie malte. Nagrode zdobyt Si-
mon "Huillier (1750-1840), matematyk szwajcarski, ktéry w swojej pracy (I'Huilier,
1786, s. 7) nawiazal do wczesniejszej koncepcji granicy wedlug d’Alemberta i wpro-
wadzil nastepujaca definicje:

Soit une quantité variable, toujours plus petite ou toujours plus grande
qu’une quantité constante proposée, mis qui puisse différer de cette
derniére moins que d’aucune quantité proposée plus petite qu’elle: cette
quantité constante est dite la limite en grandeur ou en petitesse de la
quantité variable!?.

Granice oznaczyl symbolem lim. (od lacifiskiego limes czyli granica), przy czym
stosowany przez niego zapis lim.q : @ oznaczal we wspodlczesnej symbolice
lim¢(z) = Q-

Oznaczenie wprowadzone przez I’'Huilliera bylo uzywane np. przez Augustina
Louisa Cauchy’ego (1789-1857). W 1821 roku w nastepujacy sposéb opisal on
wielko$¢ nieskoriczenie malg oraz granice funkeji (Cauchy, 1853, s. 4):

Lorsque les valeurs numériques successives d’une méme variable décrois-
sent indéfiniment, de manieére & s’abaisser au-dessous de tout nombre
donné, cette variable devient ce qu’on nomme un infiniment petit ou
une quantité infiniment petite une variable de cette espece a zéro pour
limite'3.

HFundamentalna idea, aby funkcje zapisywaé za pomoca strzalki, po raz pierwszy pojawita sie
okoto 1940 roku, prawdopodobnie w artykutach lub wykladach W. Hurewicza [...]. Jego pomyst
natychmiast przyciagnal uwage R. H. Foxa oraz N. E. Steenroda, w ktérych pracach strzatka
zostala uzyta [...]. Strzatka f: X — Y szybko zastapila sporadycznie stosowana notacje f(X) cY
uzywang dla funkcji.

12Njech dana zmienna bedzie zawsze mniejsza lub wieksza niz podana stala wielkos$é, przy czym
ta zmienna moze réznic¢ sie od tej ostatniej o jakakolwiek ilo§¢ mniejsza niz zaproponowana, to
wowczas te stala wielkoéé nazywamy granica wielkoéci lub malosci zmiennej.

13Kiedy wartoéé liczbowa zmiennej nieskoriczenie maleje, albo spada ponizej dowolnej liczby,
to wielko$¢ zmienna staje si¢ nieskoriczenie mala i jej warto$¢ maleje nieskoriczenie w taki sposéb,
ze jest zbiezna do granicy 0.



Symbolika matematyczna zwigzana z pojeciem funkcji [93]

Lorsque les valeurs successivement attribuées a une méme variable
s’approchent indéfiniment d’une valeur fixe, de maniére & finir par en
differer aussi peu que 'on voudra, cette derniére est appelée la limite
de toutes les autres'®.

i dodal, ze symbol lim. oznacza jej warto$¢. Cauchy (1821, s. 14) nie znal granic
jednostronnych, ale zauwazyl, ze gdy x dazy do zera, to lim.(sin.x) ma wartosé
0, lim.((%)) przyjmuje 2 wartosci, za$ lim.((sin.%)) ma nieskoniczenie wiele
wartodci (podwdjnym nawiasem podkreslal fakt istnienia wiecej niz jednej wartosci
danej granicy). Wykorzystujac pojecie granicy Cauchy przedstawil takze np. defi-
nicje ciaglosci funkeji (1853, s. 32)

Une fonction u de la variable réelle x sera continue, entre deux données
de x, si, cette fonction admettant pour chaque valeur intermediaire de
x une valeur unique at finie, un accroissement infiniment petit attribue
a la variable produit toujours, entre les limites dont il s’agit, un ac-

croissement infiniment petit de la fonction elle-meme!®.

Definicje uzywane przez Cauchy’ego sa bliskie wspotczesnym ujeciom analizy, ale
nie bytly jednak dostatecznie precyzyjne, bo prowadzily czasem do niejasnosci
i btedéw, np. Cauchy twierdzil, ze suma zbieznego szeregu funkcji ciagtych jest
funkcja ciagla i dlugo nie mogl zrozumieé, skad bierze sie jego blad. Powszech-
nie uwaza sie, ze Cauchy zmodyfikowal swoje twierdzenie, pokazujac, ze jest ono
prawdziwe przy zalozeniu dodatkowego warunku, ktory pézniej zostal nazwany
zbieznoscia jednostajna i do dzisiaj odgrywa duzg role w analizie matematycz-
nej. Jednakze praca Bascelli i jej wspdlpracownicy (2016) wskazuje, ze Cauchy
nie rozréznial cigglosci punktowej i jednostajnej, podobnie nie widziat réznicy
pomiedzy zbieznoscia punktows i jednostajna.

Symbol lim bez kropki wprowadzit w 1841 roku Karl Weierstrass (1815-1897)
w pracy, ktéra zostala opublikowana dopiero w roku (1894, s. 86). Prawdopodobnie
dlatego symbol lim. byt w cigglym uzyciu.

W XIX wieku zauwazono potrzebe wprowadzenia oznaczenia granicy funkcji
(ciagu), gdy jej argument dazy do liczby innej niz zero. Wprowadzono symbol 212
oznaczajacy granice, gdy x dgzy do a. W polskiej literaturze to oznaczenie mozna
znalezé jeszeze w wydanej w 1948 roku w ksiazce Kazimierza Kuratowskiego (1896—
1980) Wyklady rachunku rdzniczkowego i calkowego.

W 1837 roku Dirichlet stosowal juz granice jednostronne, piszac lim07 aby
T=a+

podkresli¢, ze badamy granice dla x dazacych do a poprzez liczby wieksze od a
oraz hmo, gdy = dazy do a poprzez liczby mniejsze od a. We wspomnianej ksiazce
r=a—
Kuratowskiego ten zapis takze jest stosowany.
Strzalke — w symbolu granicy wprowadzono dopiero w 1905 roku (Leathem,
1905, s. 11), zeby podkresli¢ ciagla zmiane argumentu, i od tej pory coraz czesciej

MKiedy wartosci sukcesywnie przypisywane jakiejé zmiennej zblizajg sie nieskoriczenie do stalej
wartosci, rézniagc sie w koncu od niej tak malo, jak sie chce, to nazywa sie ona granica ich
wszystkich (tlum. (Duda, 2015)).

5 Funkcja u pozostaje ciagla wzgledem  miedzy danymi granicami, jesli miedzy tymi grani-
cami nieskonczenie maly przyrost zmiennej x zawsze powoduje nieskoriczenie maly przyrost samej
funkeji (ttum. (Duda, 2015)).
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mozna spotkaé¢ lim zamiast lim. Warto zauwazy¢, ze Leathem rozwazatl nie tylko
r—a r=a

granice w punkcie, ale takze granice jednostronne (nie stosowal jednak w tym przy-
padku dodatkowe]j symboliki (Leathem, 1905, s. 42) oraz granice w oo (Leathem,
1905, s. 37).

W 1887 roku pojawily sie granice gérna i dolna funkcji oznaczane symbolami
lim sup oraz lign ionf , p6zniej Alfred Pringsheim (1850-1941) wprowadzil 317210 ay=A

V=00

oraz lim a, = a, a takze lim , aby czytelnik mégl rozwazaé albo gérna albo dolna
V—>00 V—>00

granice (1916, s. 294, 338).

3. Logika i teoria zbioréw a rozwoj pojecia funkcji

Rozwdj teorii zwiazanej z funkcjami wymagal nowej wiedzy oraz symboliki.
Funkcje przestawaly byé tylko geometrycznym opisem lub analitycznym wyraze-
niem. Pojawily sie tzw. monster functions (funkcje nieciagle w kazdym punkcie,
nigdzie nierézniczkowalne itp.), ktére byly sprzeczne z matematyczna intuicja.
Funkcje stawaly sie obiektami abstrakcyjnymi, wymagajacymi narzedzi, ktére
w prosty i precyzyjny sposob pozwolilyby je opisa¢ i interpretowac tak, aby nie
prowadzilo to do nieporozumien i sprzecznosci. Potrzebny byl jezyk matematyczny,
ktory pozwolitby na przejicie od rzeczywistosci praktycznej do teoretycznej, zaj-
mujacej sie modelami matematycznymi znajdujacymi sie w dowolnym uniwersum.
Rozwdéj logiki matematycznej i teorii zbiorow przyczynit sie do szybszego rozwoju
pojecia funkcji i rozszerzenia go do dowolnego przeksztalcenia pomiedzy zbiorami.

Logika, jako nauka o sposobach jasnego i Scistego formutowania mysli i o regu-
tach poprawnego rozumowania, pojawila si¢ w filozofii ponad 2000 lat temu. Logika
matematyczna (czesto nazywana logika symboliczna lub metamatematyka), jako
dzial matematyki, wyodrebnila si¢ dopiero na przetomie XIX i XX wieku, ale
wiele pojeé i symboli pojawilo sie znacznie wczesniej. Juz Arystoteles (384-322
p.n.e) podal pierwsze reguly wnioskowania, sformulowal zasady poprawnego for-
mutowania i dowodzenia twierdzen, wprowadzil pierwsze symbole logiczne. Nazwa
logika matematyczna zostala uzyta po raz pierwszy przez wloskiego matematyka
Giuseppe Peano (1858-1932). Za pioniera logiki symbolicznej uwaza sie Leib-
niza, chociaz pewne skroty, symbole byly stosowane wczesniej: Pierre Hérigone
(1580-1643) pisal np. hyp. zamiast to wynika z hipotezy, constr. zamiast z kon-
strukcji otrzymugjemy, zas 20.1 oznaczalo z twierdzenia 20 z pierwszej ksigzki
mamy. W 1659 roku Johann Rahn (1622-1676) wprowadzil symbole .. oraz - oba
oznaczajace zatem, ale wiekszo$¢ matematykéw stosowala pierwszy w podanym
znaczeniu, drugi zostawiajac dla stowa poniewaz (Cajori, 1993, vol. 2, s. 282). Obec-
nie nie stosuje sie jednak zadnego z tych symboli i najczeéciej piszemy stowami.

Gwaltowny rozwdj symboli uzywanych obecnie w logice i teorii zbioréw mial
miejsce w latach 1880-1920, gléwnie za sprawa Ernsta Schrodera (1841-1902),
Giuseppe Peano, Alfreda North Whiteheada (1861-1947) oraz Bertranda Rus-
sella (1872-1970). Twierdzenia zwiazane z funkcjami (np. dziatania na obrazach
i przeciwobrazach funkcji) wymagaly stosowania m.in. znakéw sumy mnogosciowej,
iloczynu mnogosciowego, zawierania zbioréw. Matematycy uzywali najczesciej +
oraz - zaréwno w dzialaniach mnogosciowych, jak arytmetycznych, czesto opuszcza-
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jac kropke przy iloczynie, tak jak robil Leibniz. Natomiast Dedekind w pracy (1887,
s. 1) uzywal oznaczen: 9, &, 3 w znaczeniu suma, iloczyn, zawieranie. Wedlug Ca-
jori (1993, vol. 2, s. 294), juz rok pézniej, w pracy Peano (1888) mozna znalezé
symbole, ktére sa obecnie w powszechnym uzyciu: U i n. Poniewaz bylo kilka
wydan tej pracy, bedziemy dalej powolywaé sie na dostepne wydanie z roku 1901,
Peano wprowadzil takze symbole U oraz N na dzialania wiekszej iloéci elemen-
tow (1908), ale wowczas ich ksztalt byl bardziej zblizony do pétksiezyca. Jednakze
jeszcze bardzo dlugo funkcjonowaly takze znaki Y (wprowadzony przez Eulera
w 1755 roku) oraz [] (ktéry od 1812 roku zawdzieczamy Carlowi Friedrichowi
Gaussowi (1777-1855)), ktére mozemy znalezé chociazby w ksiazce Funkcje anali-
tyczne z 1948 roku autorstwa Stanistawa Saksa (1897-1942) i Antoniego Zygmunda
(1900-1992). W 1897 roku w Formulaire de mathématiques Peano jako pierwszy
zastosowal ¢ jako symbol przynaleznosci do zbioru (Peano, 1901, s. 1). Zauwazmy,
ze jest to odwrédcony znak stosowany przez Dedekinda. Obecnie stosowany sym-
bol € przypisuje sie Russelowi. Symbole zawierania c oraz > zostaly wprowadzone
przez Ernsta Schrodera (1890, s. 72). Wezesniej, np. Leibniz proponowal symbol
> na zawieranie zbioru, piszac: jesli caly A jest w B, to AB » A, jesli czesé A
nie jest w B, to AB nie » A (Cajori, 1993, vol. 2, s. 285). Uzywane byly takze
symbole <, > oraz ¢, o (np. przez Peano).

Piszac o teorii zbioréw, nie sposéb pominaé¢ Georga Cantora (1845-1918).
Niewatpliwie, wniésl on ogromny wklad w rozwéj tej tematyki, symboliki i na-
zewnictwa w niej stosowanej. W pracy (1877, s. 242-258) Cantor uzyl po raz pier-
wszy nawiaséw klamrowych na oznaczenie zbioru {a, b}, ale zapis ten nie oznaczal
zbioru dwuelementowego. Podobnie M = {m} nie byl zbiorem jednoelementowym,
ale zbiorem, ktérego elementy Cantor oznaczal litera m. Oznaczenie {a} na zbiér
jednoelementowy i {a,b} na zbiér dwuelementowy, w znaczeniu wspdlczesnym,
wprowadzil Ernst Zermelo (1871-1953) w 1908 roku (1908, s. 263).

Jedna z podstawowych liczb kardynalnych Rg, zwiazana z licznoscig zbioréw
przeliczalnych, swoja nazwe i symbol zawdziecza takze Cantorowi. Oznaczenie Rg
zostalo wprowadzone okolo 1893 roku, ale stalo sie znane i powszechnie uzywane
po 1895 roku, po opublikowaniu przez Cantora (1895, s. 488). Georg Cantor wpro-
wadzil takze do teorii zbioréw pojecia: punkt skupienia, zbior domkniety, zbidr
doskonaly, zbior gesty. Ponadto, w 1883 roku precyzyjnie opisal zbior, zwany obec-
nie zbiorem Cantora, ktérego nieco inna wersje skonstruowal w 1875 roku Henry
Smith (1826-1883).

Niedlugo po wprowadzeniu symboli zwiazanych z rachunkiem zbioréw pojawilty
sie kwantyfikatory w takiej postaci, jakiej uzywamy obecnie. Brak kwantyfikatorow
i zauwazenie, ze ich kolejnos¢ ma istotne znaczenie, byly przyczyna wspomnianego
wczesniej bltedu Cauchy’ego dotyczacego zbieznosci szeregow funkcji ciaglych.
Kwantyfikator szczegdélowy 3 mozna znalezé juz w 1897 roku w pracy Peano
(1901), aczkolwiek podobno stosowal go wezesniej takze Russell. Na kwantyfikator
ogélny V trzeba bylo poczekaé az do 1935 roku (Gentzen, 1935, s. 178). Gerard
Gentzen (1909-1945) wykorzystal odwrécong litere A wystepujaca w wyrazeniu
All-Zeichen wzorujac sie na odwréconym E ze stowa Fxists. Twierdzil, ze symbol
3, ktérego takze uzywal, uzyczyl sobie od Russella. Wezedniej stosowano kwanty-
fikatory w postaci: V, A (w dalszym ciagu uzywane w polskich szkolach érednich)
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lub ¥, T (mozemy je spotka¢ w pierwszych wydaniach ksiazek Kuratowskiego,
Sikorskiego).

Poczatkowo symbol negacji miat posta¢ ~ i byl stosowany od 1897 roku przez
Peano. Obecnie czesciej spotka¢ mozna symbol = wprowadzony w 1930 roku przez
Arenda Heytinga (1898-1980), zawarl to swojej w pracy (1930, s. 43).

XX wiek nie zakonczyl ery symbolizmu w matematyce. Matematyka jako
zywy jezyk rozwijala sie dalej i coraz czedciej symbole, ktore wowczas wprowad-
zono, przyjely sie na stale we wspdlczesnej matematyce. Najwiecej regul i sym-
boli logicznych wprowadzonych zostalo przez Bertranda Russela w pracach: The
Theory of Implication (1906), Mathematical logic as based on the theory of types
(1908) oraz wspdlnej pracy z Alfredem North Whiteheadem Principia Mathemat-
ica (1910).Pojawily sie tam: znany juz wczesniej symbol negacji ~ p, symbol lo-
giczny Vv oznaczajacy, ze przynajmniej jedno ze zdan p,q jest prawdziwe, symbol
p.q oznaczajacy, ze oba zdania p i ¢ sa prawdziwe, symbol implikacji p)q rozu-
miany obecnie jako ~ p Vv ¢ oraz symbol rownowaznoséci =. Wspdlczesny symbol
koniunkcji A pojawil sie pierwszy raz w 1930 roku we wspomnianej wyzej pracy
Arenda Heytinga.

Wiele wspdlczesnych symboli zawdzigczamy grupie Nicolas Bourbaki. W 1939
roku grupa rozpoczela wydawanie serii ksigzek pod wspélnym tytutem Eléments de
mathématique. W tomie Theorie de ensembles mozemy znalezé symbol nienaleze-
nia do zbioru ¢, symbol zbioru pustego @ (wczesniej najczesciej uzywano zera lub
{}), a takze wspoélczesnie uzywane oznaczenie implikacji = oraz réwnowaznosci
<. Wezedniej implikacje opisywano stowami (np. Dedekind), potem uzywano po-
jedynczych strzatek: symbol implikacji - wprowadzil w 1922 roku David Hilbert
(1862-1943), za$ réwnowaznosé¢ <> pierwszy raz pojawila sie w 1933 roku w pracy
Albrechta Beckera.

Obecnie, gdy opisujemy funkcje, jej dziedzine, zbiér wartosci, jej wlasnosci,
wszystkie powyzsze symbole sa powszechnie uzywane i uwazane za oczywiste.

4. Zakonczenie twierdzen

Szybki rozwdj matematyki w XX wieku, rozwéj symboliki, tej zwiazanej z po-
jeciem funkcji, jak tez wystepujacej w innych dzialach matematyki, pociagnat
za soba réwniez potrzebe uzywania wygodnych, krétkich, jednoznacznych znakow
konczacych dana my$l lub dowdd twierdzenia. Nie byla to nowa idea. Juz Euklides
i Archimedes konczyli swoje dowody zwrotem 6nep €det dei€on (hoper edei deixai),
ktorego laciniski odpowiednik Q.E.D (quod erat demonstrandum, czyli co bylo do
pokazania) stosowany jest do dzi§. W Elementach Euklidesa (Fitzpatrick, 2008)
mozemy znalezé takze zwrot &nep €del nowfioon  (hoper edei poiesai). Euklides
stosowal go na zakonczenie zadan konstrukcyjnych. Jego tacinski odpowiednik
Q.E.F. (quod erat faciendum oznaczajacy co nalezalo zrobi¢) obecnie nie jest juz
uzywany. Wspélczesny symbol koriczacy twierdzenia zostal wprowadzony dopiero
w 1950 roku. Paul Halmos (1916 - 2006) w ksiazce Measure Theory (1974, s. vi)
napisal:
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The symbol I is used through the entire book in place of such phrase
as ,Q.E.D. or ,, This completes the proof of the theorem” to signal the
end of a proof!®.

Znak ten zostal nazwany halmos na cze$¢ jego twércy. Halmos przyznal, ze pomyst
ten zaczerpnal z popularnych tygodnikéw, gdzie stosowano réznego rodzaju oz-
naczenie (kwadrat, prostokat, tréjkat) na zakorniczenie felietonu, artykutu czy wy-
wiadu. Obecnie najczesciej mozemy spotkaé zakonczenie dowodu za pomoca pel-
nego lub pustego kwadratu: m lub 0. Halmos byl takze pierwszym matematykiem,
ktory zastosowal skrot iff zamiast zwrotu if and only if. W jezyku polskim prébo-
wano wprowadzi¢ analogiczny skrét gddy zamiast wtedy ¢ tylko wtedy, gdy, ale nie
zdobyt on takiej popularnosci, jak angielskie iff. Najprawdopodobniej przyczyna
tego jest publikowanie matematycznych prac naukowych przewaznie w jezyku ang-
ielskim. Na ostatniej stronie autobiografii, Paul R. Halmos (1985) pisze, Ze nie on
jest pomystodawca tego skrétu oraz przedstawia inspiracje do wprowadzenia hal-
mosa:

My most nearly immortal contributions are an abbreviation and a ty-
pographical symbol. I invented ”iff”, for ”if and only if” - but I could
never believe that I was really its first inventor.[...] The symbol is
definitely not my invention - it appeared in popular magazines (not
mathematical ones) before I adopted it but, once again, I seem to have
introduced it into mathematics. It is the symbol that sometimes looks
like I, and is used to indicate an end, usually the end of a proof. It
is most frequently called the "tombstone”, but at least one generous
author referred to it as the “halmos”!”.

Pomimo tego, ze Halmos uwazal, Ze nie on jest tworca skrétu iff, jemu przypisuje
sie pojawienie tego zwrotu. Takg sugestie mozemy znalezé np. w ksigzce Johna L.
Kelleya (1916-1999) General topology (Kelley, 1955, s. vi):

I employ two special conventions. In some cases where mathematical
content requires ,)if and only if' and euphony demands something less
I use Halmos’ ,,iff”. The end of each proof is signalized by I This

notation is also due to Halmos!8.

16 Aby zasygnalizowaé koniec twierdzenia, zamiast wyrazen takich jak ,,Q.E.D.” lub ,,Co koriczy
dowéd twierdzenia”, w ksigzce stosowany jest symbol I

17Moja, prawie nie$miertelna zastuga, jest skrét i znak typograficzny. Wymyslitem ”iff” w miejsce
7if and only if” - ale nigdy nie uwierzeg, ze bytem rzeczywiscie pierwszym jego twérca. [...] Symbol
z pewnoé$cia nie jest moim wynalazkiem - zanim go zastosowalem, pojawil sie¢ w popularnych
czasopismach (nie matematycznych), ale, jeszcze raz, wydaje sig, ze bytem pierwsza osoba, ktéra
wprowadzita go do matematyki. Ten symbol wyglada czasami jak I i jest stosowany, zeby zasy-
gnalizowaé¢ koniec, zazwyczaj koniec twierdzenia. Najczesciej okreslany jest stowem ,nagrobek”,
ale przynajmniej jeden wspaniatomyslny autor nazwatl go ,halmos”.

18Bede stosowaé dwie szczegdlne konwencje. W pewnych przypadkach, gdy w tresci matem-
atycznej jest ,,if and only if”, za$ eufonia wymaga czego$ mniejszego, bede uzywat iff” Halmosa.
Zakonczenie kazdego dowodu bedzie sygnalizowane przez I Ten zapis takze zawdzieczamy Hal-
mosowi.
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