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O pewnej implikacji*

Abstract. The purpose of this paper is to show how the process of proving
a theorem in different ways or proving generalized versions of the theorem,
after learning one its proofs, influences the development of the skills of pro-
ving theorems and analysing proofs by the students of mathematics. To
illustrate this process we use an elementary theorem about numbers and its
generalizations, giving fourteen proofs. Proving theorems we use methods
and facts which are available to high school students.

1. O pewnej implikacji

W ostatnich latach w kilku powazniejszych materiatach, kierowanych do na-
uczycieli matematyki z gimnazjéw i szkél ponadgimnazjalnych (Guzicki, 2013),
znalez¢ mozna wiele argumentéw za tym, ze nalezy uczy¢ dowodzenia twierdzen,
uczy¢ analizowania dowodéw (trudnych do odkrycia czy tylko zrozumienia, a prze-
ciez znanych od setek, a nawet tysiecy lat). Dydaktycy matematyki zawsze podkre-
§lali rozliczne wartosci tego celu nauczania matematyki, ale byt on bardzo skromnie
artykutowany w podstawach programowych tego przedmiotu i programach naucza-
nia, bo ,,budzil strach” u uczniéw (a moze i nauczycieli).

Zadan problemowych bylo i jest bardzo mato w wigkszosci podrecznikdw i zbio-
réw zadan. Z naszych doswiadczen nauczycielskich wynika, ze dostrzeganie pro-
bleméw, stawianie hipotez jest aktywno$cia matematyczng dostepna nawet dla
przecietnie uzdolnionego matematycznie ucznia. Jak pieknie pisze Jarostaw Gor-
nicki na oktadce ksiazki ,,Okruchy matematyki”: , Sztuka jest mowi¢ o matematy-
ce w sposéb zrozumialy. Sztuka jest dostrzec niebanalny problem. Sztuka jest go
rozwigzaé ,elementarnie” (Gornicki, 1995). Historia matematyki pokazuje, ze po
postawieniu problemu, po sformulowaniu hipotezy, uptywalo zwykle kilka (kilka-
nadcie, kilkaset) lat do jej rozstrzygniecia. Pojawialo si¢ twierdzenie, jego dowdd,
a nieraz kilka dowodow w réznych czesciach $wiata. Nie martwmy sie¢ wiec, ze nasi
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uczniowie z pokora pochyla¢ sie beda nad zadaniami problemowymi, nad zadania-
mi ,na dowodzenie” i ,z marszu” nie znajda rozwiazania.

Bardzo cenne dla wzbogacenia wiedzy i rozwoju umiejetnosci matematycznych
jest analizowanie réznych dowoddéw tego samego twierdzenia, znanych z litera-
tury (tez z Internetu). Przemyslanych materialéw dydaktycznych, ulatwiajacych
realizowanie tego celu nauczania, wlasciwie nie ma w podrecznikach szkolnych,
a nauczyciele - pasjonaci - musza sami ich szuka¢ (Gérowski, Lomnicki, 2012, Ko-
urliandtchik, 2002). Piszemy szukaé, bo jeden nauczyciel (matematyk) w krétkim
czasie roznych dowodow nie wymysli. Autor jednego dowodu na ogdt nie moze sie
od niego oderwaé, dopdki go nie zapomni. A sztuka szybkiego zapominania czeka
jeszcze na jej odkrycie. Czasem kilkanascie elementarnych dowodéw jednego twier-
dzenia uzyskiwali dydaktycy matematyki na jakiej$ konferencji, proszac kolegéw,
by w wolnym czasie zajeli sie znalezieniem rozwiagzania (rozwiazan) zaproponowa-
nego problemu.

W tym artykule chcieliSmy daé¢ material do analizowania réznych drég rozumo-
wania, do analizowania tekstu matematycznego, do analizowania, ktore prowadzi
tez do odkrycia twierdzen. Material ten moégtby byé - naszym zdaniem - wyko-
rzystywany w procesie ksztalcenia przyszlych nauczycieli matematyki, a nawet
w szkotach nizszych szczebli.

W czasopi$émie Matematyka w kilku artykulach (Bednarek, 2006, Janowicz,
2006) zamieszczono trzy dowody implikacji:

S N S B
b+c+d b+c+a b+c

<0, (1)

(gdzie a,b,c,d e R, b+c+d#0,b+c+a#0, b+c#0)
oraz wyrazono nadzieje, ze uda si¢ znalezé prostsze jej uzasadnienie.
W tym artykule podamy kilkanascie innych dowodéw implikacji (1).
Przyjmijmy oznaczenie z := b+ ¢. Przy nim implikacja (1) jest réwnowazna
implikacji
z+d LA T+a

>1= (a+d)x <0. (2)
W implikacji (2) i w calym artykule pomineliémy oczywiste zalozenie, ze wyrazenia
wystepujace w tekscie maja sens.

Wykazemy najpierw

LEMmAT 1
Jez'eli#_d>1i$>l, to ad > 0.

7 zalozen wynika, ze a # 01 d # 0, wiec i ad # 0.
Dla dowodu nie wprost przypuéémy, ze ad < 0. Stad

(a>0id<0)lub (a<0id>0).
Gdya>0id<0,tox+d>0(bo {5 >1), zatem

z>—d, x>0, z+a>0,
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a skoro p
Tra > 1,
to
d>0.

Otrzymana sprzeczno$¢ dowodzi, ze przypadek a > 0 i d < 0 zaj$¢ nie moze.
7 ,symetrii” zatozen wnioskujemy, ze przypadek a < 0 i d > 0 tez nie moze zajsc.
Tym samym dowdd lematu 1 zostal zakoniczony.

Przedstawimy teraz kilkanascie dowodéw implikacji (2) (jak zaznaczyliSmy
réwnowaznej implikacji (1)), czyli w istocie dowodéw nastepujacego twierdzenia:

TWIERDZENIE 1
Jezelia,b,x € R, 2 +a#0,z+d#0 oraz d>lzm>1to(a+d)aj<0

W dowodach (I) - (XIII) bedziemy korzystali z lematu 1.

Dowc')d (I) W przypadku a>01id> 0 oczywiscie a + d > 0, a z zalozenia

x+d a:+
x<a—d1x<d—aoraz 2x<0 x<0 zatemostateczme (a+d)x < 0.

+d>11 — > 1 otrzymujemy x+d < 0,
r+a<0,a<z+did<z+a. St@dx>a—d1x>d—a wiec x > 0, zatem
ostatecznie (a + d)z < 0.

To konczy dowdd twierdzenia 1.

Dowéd (II). Przypusémy, ze (a + d)z > 0. Z zalozenia %7 > 11 F > 1
otrzymujemy kolejno
ad o1 ad o1
(z+d)(z +a) "2+ (at+d)z+ad "
Ale (a+d)x > 01 ad > 0, wiec
ad <1
22+ (a+d)z+ad ~
Otrzymana sprzecznos¢ konczy dowod.
Dowdéd (III). Z zalozenia 55 > 11 m > 1 dostajemy #‘fl)gﬁad > 1.
Ale ad > 0 (zlematu 1) i 22+ad > ad, wigc skoro Wﬂ)mﬂd > 1, to (a+d)x < 0.

Dowod (IV) W przypadku a > 0i d > 0 oczywiscie a + d > 0, a z zalozenia
T+d 7:+a > 1 dostajemy a >x+d>0o0razd >xz+a>0.Stada >z +d >
+ (z + a), wiec x < 0 i ostatecznie (a —|— d)x < 0
W przypadku a < 01id < 0 z zalozenia + >1i-—== > 1ldostajemy a < x+d <0
oraz d < z+a < 0. Stad a < z+d < z+(z+a), WIQC 0 < x i ostatecznie (a+d)z < 0.
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d

747a > 1 otrzymujemy 0 < wTer <1

Dowéd (V). Z zalozenia 95 > 11
i0< % < 1, a stad kolejno

z+d zx+a

0< + <2

d 3

242424249
a a d d 7

Ty (e d
a d d a)

Poniewaz A + + > 2.dla A > 01 % > 0 (to tez z lematu 1), to £ + 2 < 0
i(Z+2)ad <0. Stad (a+d)z < 0.

Dowdd (VI). Z zalozenia wa > 1i m > 1 dostajemy kolejno:

1§<d_a
a d d ’
£<a—d+d—a §+§<—(a—d)2
a d a d 'a d ad
Ale ad > 0, wigc dalej £ + & < 0, stad ostatecznie (a + d)z < 0.

Tz +d . T +a z a—d .

0< <1i0< <1,-<
a

X

Dowéd (VII). Z zalozenia 5 > 11 ﬁ > 1 otrzymujemy 0 < $T+d <1

i0< % < 1. St@dw < 1, ale ad > 0, zatem 2% + (a + d)z < 0, wigc
(a+d)x <0.

Dowéd (VIII). Z zatozenia —¢— > 11 - > 1 dostajemy kolejno:

m+
d x+d r+a
O<i<lio<z+a<1, o T <1,
a d 2
d 24 2 d —d)?
(@tdeta+d | (atdetla—d?
2ad 2ad

ale ad > 0, wigc (a + d)x < 0.

Dowéd (IX). Z zalozenia 95 > 11 T > 1 otrzymujemy

€T

x+d n r+a <9
a
stad
_ 2
(a+d)z+ (a—d) <o
ad
Zatem ostatecznie (a + d)x < 0.
Dowéd (X). Z zalozenia —% > 11 m > 1 dostajemy kolejno:
ad >1adf(x+d)(x+a)>0’

(x+d)(z+a) " (z+d)(x+a)
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—22 — (a+d)x
(x+d)(z+ a)
Potraktujmy ostatni warunek jako nieréwnosé¢ o niewiadomej x; zbior jej rozwiazan

odczytamy ze schematu graficznego.
Gdy a > 0,d > 01 a # d ten schemat jest przedstawiony na rysunku 1.

>0,—z(z+a+d)(z+a)(z+d) >0

i W .
7 N

Rys. 1

Gdy a > 0,d > 0 i a = d ten schemat jest przedstawiony na rysunku 2.

/ZG y o\

Rys. 2

Pozostale dwa przypadku (schematy) a < 0,d <0ia# doraza < 0,d<0ia=d
przedstawione sg na rysunkach 3 i 4.

I 4. W W
AT A=

Rys. 3 Rys. 4

Te cztery sytuacje wyczerpuja wszystkie mozliwosci. Zauwazamy, ze w kazdej z roz-
wazonych sytuacji (a + d)z < 0.

Dowéd (XI). Okreslmy funkcje homograficzne hq, he wzorami:

—x+a—d —rx+d—a
h =——— h =
1(@) x4+d 2(7) z+a
Zauwazmy, ze uklad zatozen
a . d

>1i >
T +d T +a

jest rownowazny uktadowi warunkéw

hl(I) >01 hg(l‘) > 0.
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Z lematu 1 wynika, ze a i d sa tych samych znakéw. Nie zmniejszajac ogdlnosci
rozumowania mozna przyjac, ze a > d.

Gdy a > 01id > 0, to szkic wykresu funkcji homograficznej hs jest nastepujacy
(rys. 5 dla a # d; rys. 6 dla a = d).

Rys. 5 Rys. 6

7 zalozenia hs(x) > 0 wynika, ze ¢ < 0, a stad (a + d)x < 0 (poniewaz
a+d>0).
Gdy a < 01id < 0, to szkic wykresu funkcji homograficznej h; jest nastepujacy
(rys. 7dla d # a; rys. 8 dla d = a):

Rys. 7 Rys. 8

Z zalozenia hi(x) > 0 wynika, ze © > 0, a stad (a +d)x < 0 (poniewaz a +d < 0).
To koniczy dowdd twierdzenia 1.

Dowéd (XII). Okreslmy funkcje f i g wzorami f(z) = £t2=4 g(z) = zHd=2

Zauwazmy, ze uktad zatozen x_‘f_ 7 > 11 255 > 1 jest rownowazny ukladowi warun-
kéw —1 < f(z) <01 -1 < g(z) <O0.

Z lematu 1 wynika, ze a i d sa tych samych znakéw. Ze wzgledu na ,symetrie”
zalozen, nie zmniejszajac ogdlnosci rozumowania, mozna przyjaé, ze a > d.

Gdy a > 01 d > 0, to szkic wykresu funkcji f jest nastepujacy (rys. 9 dla d # q;
rys. 10 dla d = a):
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Rys. 9 Rys. 10

Z zalozenia f(x) < 0 wynika, ze z < 0, a stad (¢ + d)x < 0 (poniewaz a + d > 0).
Gdy a < 01id < 0, to szkic wykresu funkcji g przedstawiaja rysunki 111 12 (rys. 11
dla a # d; rys. 12 dla a = d).

a-d X : L

Rys. 11 Rys. 12

Z zalozenia g(x) < 0 wynika, ze z > 0, a stad (a + d)x < 0, poniewaz a + d < 0.
To konczy dowdd twierdzenia 1.
d
) > 1,

Dowéd (XIII). Z zalozenia _$5 > 11 ﬁ > 1 otrzymujemy (“_aaw

a stad w < 1 1lub tez (z + a)(x +d) < ad (poniewaz ad > 0). Przy
oznaczeniu k(z) = (x+a)(z+d) ostatnia nieréwnosé przyjmie postaé k(z) < k(0).
Szkicujac wykres funkcji kwadratowej k w przypadkach:

i)a>0,d > 0,ii)a < 0,d < 0 wnioskujemy, ze skoro k(z) < k(0), to (a+d)z < 0.

Dowdd (XIV). W tym dowodzie skorzystamy ze znanej i latwej do uzasad-
nienia implikacji
e} v a a+y
« JeR — < - = — < < —. 3
Z zalozenia —f5 > 11 ﬁia > 1 otrzymujemy 0 < IT'"d <1,0< ’%‘a < 1. Ponadto
aizx+doraz dix+ asatych samych znakéw. Ze wzgledu na ,symetrie” zalozen
wystarczy rozwazy¢ trzy przypadki:

1=




[84] Jan Goérowski, Adam tomnicki

l.a>0iz4+d>0id>0iz+a>0,
2.a<0iz+d<0id>0iz+a>0,
3.a<0iz+d<0id<0iz+a<O0.

W przypadku 1. korzystajac z (3) oraz zalozen mamy

2 d 2
0< crratd <1, astad =% <01 ostatecznie (a+d)z <0.
a+d a+d
W przypadku 2. z zalozenia mamy 0 < %;d < 1,0 < ”%:a < 11 dalej po

Z < 1, a wiec sprzeczno$é¢. Oznacza to, ze przypadek 2.

skorzystaniu z (3): 0 < §=
zaj$¢ nie moze.
W przypadku 3. z zalozen uzyskujemy 0 < =2=4 < 1,0 < =222 < ],

—a —d
Korzystajac teraz z (3) dostajemy 0 < _{za;fd_d < 1, a stad :ffd < 0. To oznacza,

ze (a+d)z < 0.

d
z+a

Dowéd (XV). Zauwazmy, ze uklad warunkéw —4- > 11 > 1 jest réw-
nowazny ukladowi

d
Tt <110<x;a

0< <1

Stad otrzymujemy kolejno:
2 2
<ac—|—d) <1 <x+a) <1
a d
<z+d)2 <x+a)2
+ < 2,
a d

d®2? + 2d3z + d* + a?2? + 2a3z + a* < 2424,
(a® + d*)z? + 2(a® + d*)z < —(a® — d?)?,
(a+d)(a* — ad + d*)z < 0,

1 3
(a4d)| (a—=d)* + =d* |z <0,
2 4
z(a+d) <0.
Uwaga 1: Analizujac dowod XI otrzymujemy
LEMAT 2

Jeslia > 0,d > 0,a >d, to #ia > 1 wtedy i tylko wtedy, gdy x € (—a,d — a). Jesli

a<0,d<0,a>d,to ;55 >1 wtedy i tylko wtedy, gdy = € (a — d, —d).

Z lematu 2 wynika wprost implikacja (2).
Uwaga 2: Analizujac dowody VI lub VIII lub IX twierdzenia 1 mozemy za-
uwazy¢, ze prawdziwa jest implikacja
a >
r+d

Obserwacja ta prowadzi do nastepujacego wzmocnienia twierdzenia 1.

11
T+ a

>1=ax(a+d)+(a—d)? <0 (4)
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TWIERDZENIE 2
li g > 14 +a > 1, tox(a+d)+ (a—d)? <0.

T

Uwaga 3: Adaptujac rozumowanie podane w dowodzie II oraz w dowodzie
lematu 1 mozna uzasadnié¢ nastepujace implikacje

d
Jeielia,ﬁel&mﬁ_'_d>lim>l, to z(aa + pd) < 0

@51
—_— i
"2+ Bd x+ oa

Jezeli o, B € Ry, af > 1 > 1, to z(aa+ pd) <0

Udowodnimy teraz

TWIERDZENIE 3
Jezelia, B ERy iaf > 1 oraz 55 > a i m > 6, to (a+d)x < 0.

Rozumujac podobnie jak w dowodzie lematu 1 mozna uzasadnié, ze

ad > 0. Z zalozen m >l x+a > [ dostajemy kolejno
ad
e — > s
@rd@ta P
ad — af(z? + (a + d)z + ad)
> 0,
(z +d)(x +a)
(—apBz? —ad(af — 1)) — aB(a+ d)x 50
(x+d)(z+a) '
Poniewaz ad > 0, to (z + d)(z + a) > 0. Istotnie, z zalozen - > a i m >
mamyx%rd>01m>0 a stad (z + d)(z 4+ a) > 0.
Ponadto
—afr? —ad(af — 1) — aB(a+d)z > 0, ale af > 1,
wiec
(a+d)x <0,
gdyz

—afz? —ad(af —1) <0,

To konczy dowdd twierdzenia 3.
Uwaga 4: Zauwazmy, ze zalozenie a8 > 1 w twierdzeniu 3 jest istotne. Dla
a—ﬂ—ﬁoraza:d>Oix:0,0lamamybowiemﬁ_d >a,$ > B
i(a+d)z>0.
Uwaga 5: Analizujac dowody I lub XTI lub XII lub dowéd lematu 2 dostajemy

TWIERDZENIE 4
Jezeli 2= > 10 4= >1, to x> > (a —d)>.

I jeszcze jeden dowod twierdzenia 4.

Z zalozen ;15 > 11 ﬁ > 1 dostajemy kolejno:
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d
0<Zt% 102 oy
a d

(1-25) (- 5) >

—z+a—d —z—(a—d)
a d
2% — (a —d)?
ad
Poniewaz ad > 0 (na mocy lematu 1), to 2% > (a — d)?.
Konczy to dowdd twierdzenia 4.
Wstawienie w twierdzeniu 4 w miejsce x sumy b + ¢ daje natychmiast

>0,

> 0.

TWIERDZENIE 5

Jezeli jrorg > 1 b+f+a >1, to (b+c+a—d)(b+c+d—a) >0 oraz mig:ff > 0.

Przeprowadzenie dowodu twierdzenia 5 bez zebrania do$wiadczen przy dowodzeniu
twierdzenia 1 byloby - naszym zdaniem - doé¢ trudne.
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