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Propozycja wyzwalania tworczosci matematycznej
studentéw przy pomocy pewnej nierownosci
funkcyjnej*

Abstract. T. Szostok and Sz. Wasowicz in (Szostok, Wasowicz, 2011) studied
the following functional inequality: |F (y) — F (z) — (y — ) f (””Tﬂ‘) | < e
stemming from the Lagrange mean value theorem. They proved that the
functon f is affine, provided f, F': R — R satisfy the above inequality for all
z,y € R. The aim of our paper is to extend the results of (Szostok, Wasowicz,
2011) to more general situations (for example, we change R to C or H).

Tomasz Szostok i Szymon Wasowicz w pracy (Szostok, Wasowicz, 2011) roz-
wazali nastepujaca nieréwnos$é¢ funkcyjng, wywodzaca sie z twierdzenia Lagrange’a
o wartosci sredniej

PO -F@- -0 (52 |< 0

dla funkcji f, F': R — R i udowodnili nastepujace twierdzenie (Szostok, Wasowicz,
2011, Th. 3.2):
Jezeli funkcje f, F : R — R spelniajg (1) dla wszystkich x,y € R, gdzie ¢ jest
pewng liczbg dodatnig, to istniejg stale c¢,b € R takie, ze f (x) = cx +b (z € R).
Nastepujacy lemat jest kluczowy w dowodzie powyzszego twierdzenia Lemma
2.1 (zob. Szostok, Wasowicz, 2011):

Niech f : R — R, e > 0, M > 0. Jezeli nieréwno$é |A,2Lf ()] < € jest
spelniona dla wszystkich € R, h > M to |Aif ()| < 2e dla wszystkich z,h € R.

Te i inne wyniki z artykulu (Szostok, Wasowicz, 2011) nadaja sie bardzo dobrze
do stymulowania twoérczo$ci matematycznej studentéw. Postawitem Pani Edycie
Fidyk nastepujace zadanie: uzupelni¢ i uogélni¢ wyniki z pracy (Szostok, Wa-
sowicz, 2011) na przypadek funkcji zespolonych. Realizujac to zadanie E. Fidyk
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w swojej pracy magisterskiej (2014) zauwazyla najpierw, ze w przypadku rzeczy-
wistym, jesli h < 0, to |A,21f ()] = \Alzhlf (z — 2|h|)|. Dlatego zalozenie h > M
w powyzszym lemacie mozna zastapi¢ zalozeniem |h| > M, tak zmieniony lemat
jest réwnowazny lematowi wypisanemu powyze;j.

Ta obserwacja pozwala na uogdélnienie lematu 2.1 i twierdzenia 3.2 zawartych
w artykule Szostok, Wasowicz (2011) na funkcje okreslone w R lub C i przyjmujace
wartosci w R lub C. Na przyklad, jezeli f : C — C, to lematowi mozna nadac
postac:

Niech f:C — C,e >0, M > 0. Jezeli nierownosé Aif (z)| < e jest spelniona
dla wszystkich x € C i htakich, Ze |h| > M to \Aif (z)] < 2e dla wszystkich
x,h e C.

Lemat ten udowodnila Fiduk (2014) (dowéd wykorzystuje wlasnosci modu-
tu i jest zblizony do dowodu lematu 2.1 z artykulu Szostok, Wasowicz (2011))
i korzystajac z niego wykazano nastepujace:

TwiErDZENIE 1 (FIDYK, 2014, Tw. 3.2’)

Jezeli funkcje f,F : C — C spelniajg nierdwnos¢ (1) dla wszystkich z,y € C,
gdzie e jest pewng liczbg dodatniq, to istniejg stale ¢,b € C dla ktérych f (z) =
cx +b(x e C).

W swojej pracy magisterskiej E. Fidyk wykazala dwa inne twierdzenia tego
typu (2014, tw. 3.2” i tw. 3.2” ), ktére mozna wypowiedzie¢ nastepujaco:

TWIERDZENIE 2
Jezeli funkcje f,F : C — R spelniajg nierdwnosé (1) dla wszystkich z, y € C,
gdzie € jest pewng liczbg dodatnig, to f jest funkcjq stalg.

TWIERDZENIE 3

Jezeli funkcje f, F : R — C spelniajg nierdwnosé (1) dla wszystkich xz,y € R,
gdzie € jest pewng liczbg dodatnig, to istniejg stale ¢,b € C dla ktdrych f(x) =
cx +b(x € R).

Korzystajac z tak uogdlnionych wynikow E. Fidyk wyciagneta wnioski dla
réwnania funkeyjnego F (y) — F () = (y — x) f (L;ry) . Przypomnijmy, ze J. Aczel
(1985) wykazal | Ze jezeli K jest cialem o charakterystyce réznej od 2, to ogblnymi
rozwigzaniami réwnania %_z(y) =h(x+y) (z #vy, f,9,h: K — K) sa
funkcje f (z) = g(z) = ax® + bx + ¢, h(z) = ax + b, gdzie a,b, ¢ sa dowolnymi
stalymi z ciata K. Stad wynika, ze wszystkie rozwiazania f, F : R — R réwnania:

Fo) - F@=o-af(552) )

sq postaci: F(t) = at? + bt + ¢, f(t) = 2at + b, gdzie a,b,c sa stalymi rzeczywi-
stymi.

E. Fidyk osiagneta ten wynik inna metoda niz J. Aczel - zauwazyla, ze twierdze-
nia 1, 2, 3 pozwalaja w pelni opisaé¢ rozwiazania réwnania (2) dla funkcji okreslo-
nych na R lub C z wartosciami w R lub C. Dla przykladu, rozwazmy réwnanie (2)
dla funkcji zespolonych F; f okreslonych na C.
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Jesli funkcje FF : C — C, f : C — C spelniaja to réwnanie, to oczywiscie
|F(y) — F(z)— (y—2x) f (%) | < e dla kazdego € > 0. Stad i z twierdzenia 1
f (z) = cx + b, dlatego (2) przyjmuje postaé:

FO) - F@ =) (e 52 +0)

Po podstawieniu = 0 otrzymujemy F (y) = %cy2 +by+ F(0)idlaa= %c, 8 =0,
v = F(0)mamy F(y) = ay® + By + v, f(y) = 2ay + f.

Rozumujac, podobnie z wykorzystaniem twierdzenia 2 dochodzimy do wnio-
sku, ze funkcje f, F': C — R spelniajace (2) musza by¢ stale.

Zaprezentowane wyzej wyniki Fidyk zachecily do dalszego badania nieréwnosci
(1) i pewnych uogdlnien tej nieréwnosci. Najpierw zaobserwowalem, ze kluczowy
lemat jest prawdziwy dla funkcji F, f : H — H, gdzie H oznacza algebre kwater-
niondéw, a mianowicie:

Niech f:H — H, & > 0, M > 0. Jezeli nieréwnodé | A} f (z) | < e jst spelniona

dla wszystkich x € H i htakich, ze |h| > M to |A,21f (z)] < 2¢ dla wszystkich
x,h e H.

Podobnie jak w pracy Szostoka i Wasowicza oraz w pracy magisterskiej Fidyk
(2014) mozna udowodnié¢ nastepujace twierdzenie:

TWIERDZENIE 4
Jezeli funkcje f,F : H — H spelniajg nieréwno$é (1) dla wszystkich z, y € H,
gdzie e jest pewng liczbg dodatnig, to istniejg stale c¢,b € H dla ktérych f(x) =
zce+b (z € H).

Dowdd. Istotnie, dochodzac w dowodzie do réwnosci y-a (x) = z-a(y) (x,y €
H), gdzie a : H — H jest funkcja addytywna i podstawiajac y = 1 mamy a (x) =
x - ¢, gdzie ¢ = a (1) . Poniewaz f (x) = a(x) + b ,to musi byé f (z) =z -c+b.

Podobne twierdzenia mozna otrzymac¢ gdy: f,F : R — H, f,F : C — H,
HF:H—R, f,F:H — C. Teraz wykaze, ze twierdzenie 4 mozna wzmocnic¢
nastepujaco.

TWIERDZENIE 5
Zatézmy, ze € >0, f, F : H — H ¢ spelniona jest nastepujgca nieréwno$é

r+y
2

|F<y>—F<x>—<y—x>f< )|<s (e,y € H) (3)

Wowczas istnieje b € H takie, ze f (x) =b.
Z twierdzenia 4 f(u) = u-c+b. Po podstawieniu nz w miejsce ;, ny w miejsce
y w (3) otrzymujemy:

F (ny) — F (nz) — (ny — nz) <W-c+b)‘ <e,

|W_%(y—x)(x+y)'c+w =2
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Stad limy, o (£ln) — Elnz)y tly—2)(y+a) c Gdy 2 =0, to

n? n?
limy,— 00 Fg:;y) = %yzc, podobnie gdy y = 0, to lim,, o FS;I) = %xzc.
Mamy wiec:
 F(y) Few), . Fly) . Flw) 1, 1,
(T T T I T T BT T et

a wiemy juz, ze 1imnﬂm(% — %) =1(y—=x)(y+x)-cidlatego
1(y—2)(y+a) c=3y*c— ta’c, astad

2 2

vie+yx-c—ay-c—atc=yic— 2’c,

yr-c—axy-c=0,
Yyr-c=zxYy-C.

Gdyby bylo ¢ # 0, to byloby yz = xy dla kazdych x,y € H, co jest sprzeczne
z nieprzemiennoscia mnozenia w H.

Uwaga 1. Funkcja G okre$lona wzorem G (z) = x - b spelnia réwnanie G (y) —
G(z)— (y—z) f () =0, oraz |[F (z) — F (0) — 2 - b < ¢ dla kazdego z € H.

Whiosek 1. Jezeli f, F : H — H spelniajg réwnanie

r+y
F-F@=@-07(3Y) @yen @
to istnieje stala b € H taka, ze f(x) = b, a ponadto F (x) = xb + ¢ dla pewnego
ce H.

Uwaga 2. Funkcje f, F : H — H postaci : F (z) = b+ ¢, f () = b dla pewnych
b, c € H, spelniajg réwnanie

FO)-F@=0-a7(25) @)

Waznym srodkiem dowodowym wymienionym przez Szostok i Wasowicz (2011)
(powtérzonym pdzniej w innej sytuacji przez Fidyk (2014)) byla mozliwo$é wy-
eliminowania - po pewnych przeksztalceniach - funkcji F z nieréwnosci (1), co
pozwolito wykorzystaé¢ kluczowy lemat w nowo otrzymanej nierownosci. Warto za-
uwazy¢, ze metode eliminacji funkcji F' uzyta przez Szostoka i Wasowicza (2011)
mozna zastosowa¢ w wielu innych sytuacjach (zob. np. Tomasz Szostok, Functio-
nal equations stemming from numerical analysis, Dissertationes Math. 508 (2015)).
Pokaze dalej, ze mozna wyeliminowac funkcje F, G w przypadku spexideryzowanej
wersji nieréwnosci (1).

LEMAT 1
Jezeli f,F,G: K — K, gdzie K € {R,C,H}, ¢ >0 oraz

FO-60-w-01(3Y)|se wyen)

to \hAif (z)] < 2¢ dla kazdego h € K.
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Dowdd. Podstawiajac w (5) y = x + h otrzymuje:

1
‘F(:z:+h)G(z)h-f(m+2h>‘§€, (6)
teraz podstawiajac w powyzszej nieréwnosci x + h zamiast x otrzymuje:

‘F(m+2h)—G(x+h)—h-f(x+gh)‘Se, (7)

|F (z+2h) —G(z+h)+F(z+h) -G x)—

h{f<x+2h>+f(x+;h)]|§2s. (8)

Podstawiajac w (5) y = x + 2h otrzymuje:
|F (x+2h) —G(xz)—2h-f(x+h)|<e, (9)

7z (8) 1 (9) (mnozac (9) pod modutem przez —1 i z nieréwnosci tréjkata) otrzymuje:

3 1
—G(x+h)+F(x+h)+h2f(x+h)—f <x+2h) —f(x+2h)]' < 3e,
(10)
ale z (5), po podstawieniu = + h zamiast y, © + h zamiast  mamy:
[F(z+h)=Gz+h)]<e (11)

Z (10), (11) (mnozac (11) pod modulem przez —1 i z nieréwnosci tréjkata)
otrzymuje:

h[2f(x+h)—f<x+2h)—f(m%—éh)]‘ﬁ%, (12)
po podstawieniu 2h zamiast h otrzymuje:
[2h[2f (2 + 2h) — f (x + 3h) — f (x+ h)]| < 4e. (13)
Stad dzielac przez 2 i podstawiajac x w miejsce x + h otrzymuje:
h[2f (x +h) = f (z 4 2h) — f (2)]] < 2e, (14)
mnozac (14) pod modutem przez —1 otrzymuje:
|hlf (z +2h) = 2f (z + ) + [ (2)]] < 2,

zatem: |hAL f (z)| < 2.
Whiosek 2. Jezeli ¢ > 0, f,F,G : K — K, gdzie K € {R,C,H } spelniajg
nieréwnosé

F -6 - -0 (32 |<s wyen) ©
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to istniejg ¢, b € K takie, ze f (x) =x-c+b, x € K. Ponadto w przypadku K = H
musi byé ¢ = 0.

W dowodzie tego wniosku wykorzystamy wniosek 2.2’ (Fidyk, 2014):

» Wniosek 2.2°. Je$li dla pewnego ¢ > 0 f : C — C spelnia nieréwnos$é
|hA,QLf (z)]| < e dla wszystkich x,h € C | to istniejg funkcja addytywna a : C — C
i stala b € C takie, zZe f(x)=a(z)+b (x € C)”

Dowdéd wniosku 2. 7 poprzedniego lematu |hA,2Lf (z)] < 2¢ dla kazdych h,z €
K. Z wniosku 2,2’ (Fidyk, 2014) (ktéry pozostaje prawdziwy réwniez w sytuacji
K = H), istnieje funkcja addytywna a : K — K oraz b € K takie, ze

f@)=a(x)+b, zek (15)

Z (5) podstawiajac y = 0 mamy:

‘F(O)—G(m)—&—xf (g)( <e. (16)
Z (5) podstawiajac x = 0 mamy:
Fy)-GO) -yf ()] <= (17)

Z (5), (16), (17) otrzymujemy

rO-c+es () -ur (§) + - s (S5 <

stad i z postaci f (patrz (15)):

’F(O)—G(O)+xa(;> +xb—ya<%) —yb+ (y—x) (a (x—;—y) +b>' < 3e,
F(0) =G (0)+52-a() ~2y-a(y)+gy-a () + 1y-aly)—1o-a(@)-5z-a()]
< 3e.

Zatem: 1 ]
IF(0) =G (0) + 3y-a(x) ~ 5-a(y)] < e (18)

Podstawiajac w (18) nz w miejsce x, ny w miejsce y otrzymuje:

|F(0)—G(O)+%n2y-a(x)—%nzx-a(y)\ < 3¢,
a stad:
w—i—y-a(x)—xﬂ(yﬂ < 6%

Po przejéciu do granicy przy n — oo :

y-a(r)=w-a(y). (19)
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Zatem dla y = 1 otrzymujemy: a (x) = z - ¢, gdzie ¢ = a (1) . Pozostaje wykazad,
ze dla K = H musi by¢ ¢ = 0. Gdyby bylo ¢ # 0, to z (19) byloby: y -z - ¢ =
zy-c (x,y € H),czyliy-x = z-ydlakazdych x,y € H- sprzecznosé. Z (15) mamy
f@)=a(x)+b= z-c+b dla pewnych ¢,b € K. Zatem f (z) =z -c+b(z € K)
dla pewnych ¢,b € K. Przy czym dla K = H musi by¢ ¢ = 0.

Whiosek 3. Przy zaloZeniach poprzedniego wniosku, jezeli funkcje f,F,G spelniajg
nieréwnos$é (5), to:
f(z) =z c+b dla pewnych c,b € K, z tym, ze dla K =H musi by¢ ¢ = 0,

|F($)—G(O)—%LL’QC—LL’I)‘§E (z € K),

|G(x)—F(O)—%x20—xb\§a (z € K).

Z powyzszych nieréwnosci |F (0) — G (0)| < e oraz |F (2)—G (z)+(F (0)—G(0)| <
2e.

Niech F bedzie cialem o charakterystyce réznej od 2 lub algebra unormowang
z jedynka. Jung i Sahoo (2000) zajmowali si¢ stabilnoscia réwnania funkcyjnego

f@)—g@)=(@-y) h(z+ty),

gdzie f,g,h : F — F. W dowodzie twierdzenia 2 jest usterka — autorzy skorzystali
z przemiennosci mnozenia w F, a algebra unormowana nie musi by¢ przemienna
(zob. Jung, Sahoo, 2000, s. 795, wis — wg) — usterka jest jednak latwa do sko-
rygowania, wystarczy pisa¢ w iloczynach wspétezynniki na drugim miejscu (np.
ra, r’a, b zamiast ax, azx?, br).

Whiosek 3 wynikajacy z pracy Junga i Sahoo (2000) jest zatem — w takiej
postaci w jakiej wspomniani autorzy go wpisali — stuszny dla przemiennych algebr
unormowanych z jedynka, a po wyzej opisanej zmianie kolejnosci czynnikéw jest
stuszny dla wszystkich algebr unormowanych z jedynka. Wniosek ten dla algebr
unormowanych z jedynka mozna znacznie wzmocnié, stosujac opisang wczesniej w
dowodzie lematu 1 metode eliminacji dwéch funkeji (bez posrednictwa twierdzenia
2 (Jung, Sahoo, 2000)). Wzmocniona wersja ma nastepujaca postaé:

Jezeli F jest algebrg unormowanqg z jedynkq oraz funkcje f,g,h : F — F
spetniajg nieréwnosé

If (@) =g () = (z—y)-h(z+yll <e (z,y €F),
to istniejq stale a,b,c,d € F z ||c — d|| < e takie, Ze:
|f () —a®a—axb—c|| <e,
g (z) - ra — b — d|| <e,
h(z)=za+b
dla wszystkich © € F.

Obserwacja ta sugeruje mozliwos¢ przeniesienia wynikéw opisanych wczesniej
na funkcje okreslone na algebrze unormowanej z jedynka i przyjmujace wartosci
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w tej algebrze. Wypisanie stosownych uogélnien i sprawdzenie wszystkich szcze-
géléw dowodowych jest dobra zacheta do twoérczosci matematycznej studentéw
wyzszych rocznikow studiow matematyki.
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