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Abstract. Practice proves that students tend to face difficulties in learning
geometry. This observation is partially confirmed by the results of educatio-
nal research as well as external exams. It happens repeatedly that students
get lower marks in arithmetic or algebra tasks. The causes of such situation
are complex. One of the reasons is that teaching geometry requires special
teaching skills characteristic for this specific teaching branch as well as the
need for “specific vision”. Therefore, I decided to study the geometric skills
of mathematics teachers more carefully. For this purpose, I made use of two
research results: international research TEDS-M 2008 as well as nationwide
research The research of needs the elementary education teachers as well as
mathematics teachers have in the scope of their professional development.
This article presents the results of the analysis together with my personal
thoughts on education and improvement of teachers’ skills in the area of
geometry.

1. Uwagi o specyfice uczenia sie i nauczania geometrii

Praktyka pokazuje, ze nauka geometrii czesto sprawia uczniom trudnosci.
7 rozwiazywaniem zadan geometrycznych radza sobie oni gorzej, niz z rozwia-
zywaniem zadan z innych dzialéw matematyki szkolnej. Powyzsze stwierdzenia
potwierdzaja w pewnym stopniu wyniki egzaminéw zewnetrznych. Na przyktad na
egzaminie gimnazjalnym w 2015 r. jednymi z najtrudniejszych okazaly si¢ zada-
nia dotyczace zagadnien z geometrii. Poziom wykonania najtrudniejszego zadania
z planimetrii wynosil 24%, a najlatwiejszego — 60%. W przypadku zadan ze ste-
reometrii wskazniki te byly odpowiednio réwne 32% i 57% (CKE, 2015, s. 72-76).
Podobna sytuacja wystapita na egzaminie gimnazjalnym w 2016 roku. Najtrud-
niejszym okazalo si¢ zadanie geometryczne, wymagajace zastosowania twierdzenia
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Pitagorasa w nietypowej sytuacji; poprawnie rozwigzalo je 30% gimnazjalistéw
(CKE, 2016, s. 79).

Niektore trudnosci uczniéw moga wynikaé ze specyfiki uczenia sie i nauczania
geometrii. Panek i Pardala (1999) stwierdzaja, ze zadania geometryczne wymaga-
ja ,,specyficznego widzenia”. To ,,specyficzne widzenie” polega na manipulowaniu
obiektami geometrycznymi w umysle oraz dostrzeganiu, wydzielaniu i skupianiu
uwagi tylko na istotnych informacjach. Nie wystarczy przy tym tylko ,widzie¢”,
trzeba wiedzie¢ jak zinterpretowaé to, co sie widzi (tamze, s. 65—69). Wsparciem dla
takiego manipulowania jest dobra wyobraZnia przestrzenna (de Lange Jzn, 1986;
Panek, Pardata, 1999) i intuicja geometryczna (Fischbein, 1987; Jones, 1998; Fu-
jita, Jones, Yamamoto, 2004). Z kolei Duval (1998, s. 37) zauwaza, ze nauczanie
geometrii jest bardziej skomplikowane i czesto mniej skuteczne niz nauczanie aryt-
metyki czy szkolnej algebry.

Powyzsze uwagi wskazujg na to, ze nauczanie geometrii wymaga szczegdlnych
kompetencji nauczyciela. Powszechnie wiadomo bowiem, ze efektywnos¢ naucza-
nia w duzej mierze od nich zalezy. Wobec tego, postanowitam przyjrzec sie kom-
petencjom z zakresu geometrii przyszlych i czynnych nauczycieli matematyki. Do
okreslenia ich poziomu wykorzystatam dostepne, dzieki IFIS PAN i IBE, wyni-
ki badania TEDS-M 2008 (Czajkowska, Jasiniska, Sitek, 2010) ¢ badania potrzeb
nauczycieli edukacji wezesnoszkolnej © nauczycieli matematyki w zakresie rozwoju
zawodowego (Czajkowska, Grochowalska, Orzechowska, 2015). Ponadto méj udziat
w zespotach badawczych obu wymienionych badan pozwolit mi na przeprowadze-
nie glebszych analiz i spojrzenie na problem z szerszej perspektywy. Zanim jednak
przedstawie wyniki moich dociekan, wyjasnie, co rozumiem przez kompetencje na-
uczyciela matematyki.

2. Kompetencje nauczycieli matematyki

Pojecie kompetencji, w tym réwniez kompetencji nauczycieli, jest zazwyczaj
uzywane w dwoch znaczeniach — jako kwalifikacji niezbednych do wykonywania
zawodu lub jako zakresu uprawnien. W niniejszym artykule, piszac o kompeten-
¢ji, mam na mysli pierwsze z wymienionych okreslen. Kompetencje rozumiem jako
polaczenie trzech atrybutéw: wiedzy, umiejetnosci i postaw.

W literaturze pedagogicznej wymienia sie rézne kategorie lub obszary kompe-
tencji nauczyciela. Na przyklad Dylak (1995, s. 38-39) dzieli je na: bazowe, ko-
nieczne, pozadane. Taraszkiewicz-Kotoniska (2001, s. 175) méwi o kompetencjach
merytorycznych, psychologiczno-pedagogicznych i wychowawczych. Banach (2004,
s. 551) wyréznia kompetencje poznawcza, jezykowa, wartosciujaco-komunikacyjna,
interpersonalna, kulturowa, zyciowego doradztwa, praktyczno-moralng i organi-
zacyjno-techniczna. Strykowski (2000, s. 18-27) charakteryzuje kompetencje me-
rytoryczne (rzeczowe), psychologiczno-pedagogiczne, diagnostyczne, planistyczne
i projektowe, dydaktyczno-metodyczne, komunikacyjne, medialne, kontrolne i ewa-
luacyjne, oceniania programéw i podrecznikéw szkolnych, autoedukacyjne. Zespot
Przygotowania Pedagogicznego Nauczycieli przy Radzie ds. Ksztalcenia Nauczy-
cieli w MEN (za: Szempruch, 2000, s. 123) wyodrebnia kompetencje interpreta-
cyjno-komunikacyjne, kreatywne, wspétdziatania, pragmatyczne i informatyczno-
medialne.
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W literaturze dydaktycznej, méwiac o kompetencjach nauczyciela matematy-
ki, wskazuje sie najczesciej na kompetencje matematyczne i kompetencje dydak-
tyczne. Kompetencja matematyczna to, jak pisze Niss (2003, s. 218), zdolnosé ro-
zumienta, osgdzania, wykonywania i wykorzystywania matematycznych czynnosci
w kontekscie matematycznym i pozamatematycznym. Niss wymienia osiem sktado-
wych kompetencji matematycznej. Sg to: 1) myslenie matematyczne, 2) stawianie
i rozwiazywanie probleméw matematycznych, 3) modelowanie matematyczne, 4)
rozumowanie matematyczne, 5) reprezentowanie bytéw matematycznych, 6) postu-
giwanie sie matematyczna symbolika i formalizmami, 7) komunikowanie sie w ma-
tematyce, o matematyce i z uzyciem matematyki, 8) uzywanie srodkéw pomocni-
czych i narzedzi (tamze, s. 218-219). Kompetencja dydaktyczna w literaturze jest
roznie charakteryzowana. Nie przedstawiajac i nie rozwazajac na tamach tego ar-
tykulu podobienstw i réznic w opisach tej kompetencji, w niniejszym tekscie przez
kompetencje dydaktyczng nauczyciela rozumiem ogélna zdolno$é¢ do organizowania
procesu nauczania i uczenia sie. Jej skladowymi sa m.in.: 1) wiedza o prawidtowo-
Sciach rozwojowych czlowieka, 2) znajomosé podstawy programowej i programéw
nauczania (dostrzeganie powiazan tresci programowych, znajomosé podrecznikéw
szkolnych i innych materialow dydaktycznych oraz umiejetno$é dokonywania ich
krytycznej analizy), 3) planowanie lekcji (planowanie pojedynczej i kilku lekeji,
wiedza o réznych sposobach organizacji lekcji, umiejetnos¢ stawiania wtasciwych
celow nauczania, znajomo$¢é metod nauczania, umiejetnosé¢ dokonywania ich kry-
tycznej analizy i wykorzystania w praktyce, znajomos$é¢ zasad nauczania, umiejet-
no$¢ doboru metod i srodkéw dydaktycznych odpowiednich do postawionych celéw
nauczania, umiejetnosé wykorzystania TI w nauczaniu, umiejetnosé indywiduali-
zacji nauczania), 4) umiejetno$é odbierania informacji od ucznia i przekazywania
mu informacji zwrotnej (umiejetno$é wstuchiwania sie w to, o czym méwi uczen,
umiejetnosé Sledzenia toku mysélenia ucznia zaréwno w bezposrednim kontakcie
z uczniem, jak i na podstawie wytworéw jego pracy, umiejetnosé¢ przewidywa-
nia typowych bledéw uczniowskich i zapobiegania bledom uczniowskim, umiejet-
no$é¢ doboru odpowiednich wskazowek dydaktycznych, umiejetnos¢ informowania
ucznia o lukach w jego wiedzy i czynionych przez niego postepach, umiejetnosé
komunikowania si¢ z uczniem, grupa uczniowska i rodzicami), 5) umiejetnosé oce-
ny pracy ucznia (umiejetno$é analizowania i rzetelnego oceniania pracy ucznia),
6) umiejetno$¢ pracy z uczniami o réznych potrzebach edukacyjnych (umiejet-
nos$¢ wspierania ucznia, majacego trudnosci w nauce i rozwijania uzdolnien ucznia
o ponadprzecietnych umiejetnosciach, wiedza o réznych stylach uczenia sie i na-
uczania).

Cho¢ badacze podkreslaja znaczenie obu kategorii kompetencji, to nie ma
wsrdd nich pelnej zgodnosci co do tego, ktéra z nich ma najwigkszy wplyw na
jako$¢ nauczania matematyki (Czajkowska, 2013, s. 73). Fennema i Franke (1992)
pisza, ze waznymi komponentami specjalistycznej wiedzy nauczycielskiej sa: zna-
jomos$¢ samej matematyki, wiedza o matematycznych reprezentacjach, znajomosé
procesow poznawczych uczniéw oraz znajomosé¢ metodyki. Podkreslaja jednak, ze
podstawa jest rozumienie matematyki i umiejetno$é¢ tworzenia matematycznych
reprezentacji. Podobnego zdania sa Ball, Thames i Phelps (2008, s. 404), ktérzy
uwazaja, ze to wiedza matematyczna nauczyciela jest warunkiem koniecznym i fun-
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damentem skutecznego nauczania. Nie jest bowiem mozliwe, aby nauczyciel, ktory
sam nie posiada wiadomosci i umiejetnosci na odpowiednim poziomie méglt poméce
uczniom w ich zrozumieniu i opanowaniu. Co wiecej, wysokie kompetencje mate-
matyczne nauczyciela wspieraja rozwoj jego kompetencji dydaktycznych, a deficyty
w kompetencjach matematycznych moga ten rozwéj hamowac¢. Natomiast wysokie
kompetencje dydaktyczne nie moga zrownowazy¢ brakéw w kompetencjach mate-
matycznych (Krauss, Brunner, Kunter, Baumert, Blum, Neubrand, Jordan, 2008,
s. 722-724; Baumert, Kunter, Blum, Brunner, Voss, Jordan, Klusmann, Krauss,
Neubrand, Tsai, 2010, s. 166—167).

Z kolei Davis (2011, s. 1506-1507) uwaza, ze na jako$¢ nauczania matematyki
najwiekszy wplyw majg predyspozycje do wykonywania zawodu i talent pedago-
giczny. Jego zdaniem nauczyciele o wysokich kompetencjach dydaktycznych posia-
daja specjalistyczna wiedze, nie zawsze dostepna ich $wiadomosci (tacit knowled-
ge), dzieki ktérej umiejetnie przedstawiaja treSci matematyczne, stosujac analogie,
metafory i przyklady ukazujace praktyczne wykorzystanie matematyki. To wlasnie
kompetencje dydaktyczne nauczyciela maja istotny wplyw na osiagniecia uczniow
(Baumert, Kunter, Blum, Brunner, Voss, Jordan, Klusmann, Krauss, Neubrand,
Tsai, 2010, s. 166).

Natomiast Shulman (1986, s. 9-11) pisze, ze warunkiem skutecznego naucza-
nia matematyki, a zwlaszcza wlasciwego konstruowania poje¢ matematycznych
w umysle ucznia, jest zintegrowanie nauczycielskich kompetencji matematycznych
i dydaktycznych.

Bazujac na stanowisku Shulmana, przyjmuje, ze obie wymienione kategorie
kompetencji maja istotny wplyw na jako$¢ nauczania matematyki, sg $cisle ze
soba powiazane i wzajemnie sie przenikaja. Wiedza matematyczna stanowi baze,
na ktorej, przy udziale odpowiedniej wiedzy dydaktycznej, a takze wiedzy z psy-
chologii czy komunikacji miedzyludzkiej, ,,nabudowywana” jest wiedza o zupelnie
nowej jakosci (wiedza z dydaktyki matematyki). To ,nadbudowywanie” polega na
swoistym zespoleniu wiedzy matematycznej z dydaktyczna. Ta specyficzna wiedza
odnosi sie stricte do nauczania matematyki i uwzglednia specyfike tego przed-
miotu. Natomiast, moim zdaniem, pewne predyspozycje do wykonywania zawodu
nauczyciela matematyki, talent pedagogiczny i wiedza ukryta, o ktorych pisze
Davis, powoduja réznice w szybkoéci i poziomie opanowania wiedzy z dydaktyki
matematyki. Analogicznie, swoiste polaczenie umiejetnosci matematycznych i dy-
daktycznych generuje nowe, specyficzne umiejetnosci (umiejetnosci z dydaktyki
matematyki). Kompetencje z dydaktyki matematyki sa zatem polaczeniem wiedzy
i umiejetnosci z dydaktyki matematyki oraz postaw wobec uczenia sie i nauczania
tego przedmiotu.

7 powyzszych rozwazan wynika, ze jesli nauczyciel nie ma odpowiednich kom-
petencji matematycznych, nie moze posiada¢ kompetencji z dydaktyki matematy-
ki. Sama wiedza matematyczna (bedaca sktadowa kompetencji matematycznych),
nawet bardzo rozlegla i wysoce specjalistyczna, nie jest wystarczajaca. Wazne jest
bowiem nie tylko to, jak duzo dana osoba wie, ale jak korzysta z posiadanej wie-
dzy matematycznej i w jakim stopniu rozumie jej sens (Hill, Schilling, Ball, 2004,
s. 27). Istotne jest tez, czy potrafi dokonaé jej elementaryzacji, stosownie do po-
ziomu rozwojowego i intelektualnego uczniéw oraz wyrazi¢ mysl matematyczna
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w jezyku dla nich zrozumiatym (Shulman, 1987; An, Kulm, Wu, 2004). A zatem
kazdy, kto zajmuje si¢ edukacja matematyczna powinien mie¢ wyksztalcenie mate-
matyczne, ale nie kazdy matematyk moze zajmowaé si¢ nauczaniem matematyki.
Tym bardziej, same kwalifikacje pedagogiczne, a nawet wysokie kompetencje dy-
daktyczne, bez odpowiedniego wyksztalcenia matematycznego, nie wystarcza do
nauczania matematyki. Nie wystarczy tez wyksztalcenie matematyczne i przygoto-
wanie pedagogiczne, jesli osoba nie bedzie potrafita w specyficzny sposéb potaczyé
posiadanej wiedzy i umiejetnoéci z obu dziedzin, czyli nie nabedzie kompetencji
z dydaktyki matematyki na odpowiednim poziomie.

Stwierdzenia te nie tylko nie pozostaja w sprzecznosci z dotychczasowymi usta-
leniami dotyczacymi kompetencji nauczycieli matematyki, ale wrecz w pewien spo-
soOb je syntetyzuja i wzmacniaja.

3. Kompetencje geometryczne studentéw matematyki —
przysztych nauczycieli

Jednym z wazniejszych miedzynarodowych badan kompetencyjnych przysztych
nauczycieli zajmujacych sie edukacja matematyczna bylo badanie TEDS-M 2008
(Czajkowska, Jasiniska, Sitek, 2010). Wzieli w nim udzial studenci matematyki spe-
cjalnosci nauczycielskiej, ostatnich lat studiéw (3 roku studiéw pierwszego stopnia
i 5 roku, wtedy juz wygaszanych, studiéw jednolitych magisterskich). Zadania
z testu podstawowego, opracowanego z mysla o przyszlych nauczycielach matema-
tyki szkél podstawowych, rozwiazywalo 300 studentéw, a z testu rozszerzonego
przygotowanego dla przyszlych nauczycieli nizszych szkol érednich (odpowiadaja-
cych polskiemu gimnazjum) — 298. Zadania byly dwoch rodzajéow: jedne spraw-
dzaly kompetencje matematyczne studentéw (Mathematical Content Knowledge
— MCK), inne kompetencje z dydaktyki matematyki (Mathematical Pedagogical
Content Knowledge — PCK). Zadania z obszaru dydaktyki matematyki zostaly
tak skonstruowane, aby mierzyty nie tylko znajomo$¢ matematyki, w takim za-
kresie, w jakim powinien znaé¢ ja kazdy absolwent studiéow matematycznych, ale
specjalistyczna wiedze i umiejetnosci nauczycielskie.

W obu testach uzyto zadan dotyczacych zagadnien geometrycznych. Zakres
treéciowy zadan geometrycznych, mierzacych kompetencje matematyczne zaréwno
w tescie podstawowym, jak i rozszerzonym obejmowal: figury geometryczne, pomiar
geometryczny (dlugosci odcinkéw, obwody i pola powierzchni figur na plaszczyz-
nie, pola powierzchni i objetosci bryl) oraz przeksztalcenia geometryczne. Ponad-
to, kazde zadanie zostalo scharakteryzowane ze wzgledu na dominujacy charakter
umiejetnosci matematycznych, koniecznych do jego rozwiazania. I tak wyrdznio-
no: stosowanie wiedzy (applying), posiadanie wiedzy (knowing) oraz rozumowanie
(reasoning)(Tab. 1). Liczbe zadan z geometrii w kazdym z testéw w podziale na
wyrédzniony rodzaj umiejetnosci zamiescitam w tabeli (Tab. 2).

Dokonano réwniez klasyfikacji zadan mierzacych kompetencje z dydaktyki ma-
tematyki, wyrdzniajac w tym zakresie: zadania dotyczace znajomosci powiazan
tredci programowych (curriculum), planowania nauczania (planning), przekazywa-
nia wiedzy i odbierania jej od uczniéw (enacting)(Tab. 3). W tescie podstawowym
znajomos¢ powiazan tresci programowych oraz umiejetnosci planowania nauczania
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zostaly polaczone w jedna kompetencje. Liczbe zadan z geometrii w kazdym z te-
stéw w podziale na wyrézniony rodzaj umiejetnosci zamiescitam w tabeli (Tab. 4).

Tab. 1. Zakres treSciowy kompetencji matematycznych

Rodzaj kompetencji
matematycznych

Zakres treSciowy

posiadanie wiedzy

znajomo$é definicji, terminéw matematycznych, twierdzen, wia-
snosci figur, powszechnie stosowanych symboli; rozpoznawanie fi-
gur geometrycznych; rozpoznawanie definicji (twierdzerl) réwno-
waznych danej definicji (danemu twierdzeniu); klasyfikowanie fi-
gur zgodnie z przyjetym kryterium; postugiwanie si¢ przyrzadami
pomiarowymi, stosowanie jednostek miar

stosowanie wiedzy

rozwigzywanie typowych zadan geometrycznych; korzystanie
z wlasnosci figur geometrycznych; tworzenie modeli matematycz-
nych w sytuacjach typowych

rozumowanie

rozwigzywanie nietypowych zadan geometrycznych; badanie zalez-
nosci miedzy figurami geometrycznymi; wizualizacja przeksztatcen
geometrycznych; uogdlnianie; specyfikowanie; badanie powiazan
miedzy pojeciami geometrycznymi; weryfikowanie hipotez, badanie
czy podane stwierdzenie jest prawdziwe czy falszywe; dowodzenie
twierdzen

Zrédlo: Opracowanie wlasne na podstawie Tatto, Schwille, Senk, Ingvarson, Peck, Rowley
(2008), Czajkowska, Jasinska, Sitek (2010).

Tab. 2. Liczba zadan z geometrii mierzacych kompetencje matematyczne studentéw w tescie
podstawowym i rozszerzonym

stosowanie posiadanie rozumowanie razem
wiedzy wiedzy
test podstawowy 11 3 7 21
test rozszerzony 9 6 8 23

Zrédlo: Opracowanie wlasne na podstawie Tatto, Schwille, Senk, Ingvarson, Peck, Rowley
(2008), Czajkowska, Jasinska, Sitek (2010).

Tab. 3. Zakres treéciowy kompetencji z dydaktyki matematyki

Rodzaj kompetencji
z dydaktyki matematy-
ki

Zakres tresciowy

znajomosé  powigzan
tresci programowych

dostrzeganie powigzan tresci w ramach jednego programu naucza-
nia; okre$lanie najwazniejszych zagadnien w danym programie na-
uczania

planowanie nauczania

stawianie wlasciwych celéw nauczania (celéw operacyjnych); dobér
odpowiednich metod nauczania dobér odpowiednich wskazéwek
dydaktycznych; znajomos¢ i ocenianie réznych sposobéw wprowa-
dzania pojeé¢ matematycznych; przewidywanie typowych odpowie-
dzi uczniéw, w tym typowych odpowiedzi blednych; szczegdltowe
planowanie lekcji matematyki
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przekazywanie wiedzy | analizowanie i ocenianie uczniowskich rozwigzan zadan; sledze-
i odbieranie jej od nie i ocenianie rozumowan prowadzonych przez uczniéw; ocenia-
uczniéw nie i wlasciwe reagowanie na wypowiedzi uczniéw, przewidywanie
typowych odpowiedzi btednych; formulowanie wlasciwych pytan;
wlasdciwe reagowanie na nieprzewidziane trudnosci uczniéw; dostar-
czanie informacji zwrotnej uczniowi

Zrédlo: Opracowanie wlasne na podstawie Tatto, Schwille, Senk, Ingvarson, Peck, Rowley
(2008), Czajkowska, Jasinska, Sitek (2010).

Tab. 4. Liczba zadan z geometrii mierzacych kompetencje matematyczne studentow w tescie
podstawowym i rozszerzonym

znajomos$¢ po- | planowanie przekazywanie razem
wigzan tresci | nauczania wiedzy i od-
programo- bieranie jej od
wych uczniéw

test podstawowy 2 5

test rozszerzony 1 ‘ 0 6

7rédlo: Opracowanie wlasne na podstawie Tatto, Schwille, Senk, Ingvarson, Peck, Rowley
(2008), Czajkowska, Jasinska, Sitek (2010).

Przyszli nauczyciele matematyki, ktérzy rozwiazywali test podstawowy, wyka-
zali si¢ wiedza i umiejetnodciami matematycznymi z zakresu geometrii (Ryc. 1).
Tylko w przypadku dwéch zadari, poziomy ich wykonania sa mniejsze od 50%.
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Ryc. 1. Procentowe wyniki polskich studentéw w zadaniach geometrycznych mierzacych
wiedze i umiejetnosci matematyczne w tescie podstawowym
Zr6dto: Opracowanie wlasne na podstawie danych z badania TEDS-M 2008.

Badani najlepiej poradzili sobie z zadaniami, w ktérych nalezalo wykazaé sie zna-
jomoscia pojeé, twierdzen, faktéw i procedur, a takze z zadaniami typowymi,
wymagajacymi postepowania schematycznego, algorytmicznego. Wiecej trudno-
$ci napotykali w zadaniach rzadziej spotykanych, wymagajacych taczenia réznych
elementéw wiedzy, czy wypracowania strategii. Przyjrzyjmy si¢ dwém zadaniom
z testu podstawowego, ktore zamieszczam ponizej.
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Zadanie 1. Pole powierzchni chodnika wokél prostokgtnego basenu (geometria, stoso-
wanie wiedzy)

Wokét prostokatnego basenu znajduje si¢ wyltozony ptytkami chodnik (na rysunku
zacieniowany), tak jak pokazano ponizej.

| 70m |

50m

—.‘

3

basen ljm 23

chodnik

[+—

rysunek nie zachowuje skali

Ryc. 2.
Jaka jest powierzchnia tego chodnika? Zaznacz jedng odpowied?.

O A. 100 m? O B. 161 m? 0O C. 710 m? O D. 1610 m?

Zadanie 2. Pole trdjkqta (geometria, stosowanie wiedzy)

Wk

N

Ryc. 3.
Pole kazdego z matych kwadratéw to 1 cm?. Ile cm? ma pole zacieniowanego tréjkata?

Zaznacz jedng odpowiedz.

O A. 3,5 cm? O B. 4 cm? 0 C. 4,5 cm? OD. 5 cm?

Oba zadania wymagaly umiejetnosci liczenia pol wielokatéw. Jednak o ile zadanie
1. zostalo rozwiazane poprawnie przez prawie wszystkich studentéw (odsetki po-
prawnych odpowiedzi byly réwne 95,7% w przypadku studentéw studiéw I stopnia
i 97,4% w przypadku studentéw studiéw jednolitych magisterskich), to juz w za-
daniu 2. odsetki poprawnych odpowiedzi byly odpowiednio réwne 70,9% i 89,8%.
Pomimo, ze w obu zadaniach mozna bylo zastosowaé¢ podobny schemat postepo-
wania — szukane pole figury mozna bylo wyznaczy¢ jako réznice pdl innych figur
— zmiana sytuacji znaczaco obnizyla frakcje poprawnych odpowiedzi. Mozliwe jest
tez, ze skupiano sie na obliczaniu, przy uzyciu odpowiednich wzoréw, pél zacie-
niowanych figur. O ile w zadaniu 1. wystarczylo obliczy¢ pola prostokatéw, na
jakie mozna bylo podzieli¢ chodnik, to w przypadku drugiego zadania nie dalo si¢
juz tak tatwo zastosowaé wzoru na pole trdojkata. NajczeSciej wybierana btedna
odpowiedzia byla odpowiedz C (odpowiednio: 16% i 6%).

Dos¢ dobrze poradzili sobie studenci piszacy test podstawowy z zadaniami geo-
metrycznymi z zakresu przekazywania wiedzy i odbierania jej od uczniéw. Nato-
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miast dwa zadania, w ktérych badani uzyskali najnizsze wyniki dotyczyty znajo-
mosci powiazan treéci programowych i planowania nauczania (Ryc. 4).
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Ryec. 4. Procentowe wyniki polskich studentéw w zadaniach geometrycznych mierzacych
wiedze i umiejetnosci z dydaktyki matematyki w tescie podstawowym
Zrédlo: Opracowanie wlasne na podstawie danych z badania TEDS-M 2008.

Zadanie, z ktérym poradzilo sobie tylko ok. 13% wszystkich studentéw pisza-
cych ten test przedstawiam ponizej.

Zadanie 3. Dwa powody (geometria, znajomosé tresci programowych i planowanie
nauczania)

Gdy pani Hoffman zaczyna uczy¢ dzieci, jak sie¢ mierzy dtugosé, prosi je, aby zmierzyty
szerokos¢ ksiazki za pomoca spinaczy do papieru, a nastepnie za pomoca otéwkéw.
Jak mysélisz, dlaczego nauczycielka woli rozpoczynaé wlasnie w ten sposéb, zamiast
od razu nauczy¢ dzieci, jak sie postugiwaé linijka? Podaj DWA powody.

Odpowiedz na powyzsze zadanie uznawano za poprawna, jesli student wymienit
dwa sposrod trzech nastepujacych powodow, i stwierdzil, ze przedstawiony sposdb:
ulatwia zrozumienie czym jest mierzenie (uzywanie réznych jednostek umozliwia
zrozumienie czym jest mierzenie, wskazuje na fakt, ze kazdy przedmiot moze by¢
uzyty do mierzenia), powoduje pojawienie sie potrzeby wprowadzenia jednostki
standardowej (uzycie jednostek niestandardowych moze stworzyé¢ potrzebe wpro-
wadzenia standardowej jednostki oraz daé¢ okazje do dyskusji na temat (historycz-
nego) rozwoju mierzenia), powoduje pojawienie sie potrzeby wyboru najbardziej
odpowiedniej jednostki (uzycie przedmiotéw réznej dlugosci pomaga dzieciom na-
uczy¢ sie podejmowania decyzji, ktéra jednostka (przedmiot) jest najbardziej od-
powiednia w konkretnej sytuacji). Rozwiazanie zawierajace tylko jeden z powoddéw
uznawano za czesciowo poprawne. Do blednych zaliczano te odpowiedzi, w kto-
rych skupiono si¢ na rozrywce, motywacji (np. Uzywanie konkretnych przedmiotéw
jest bardziej przyjemne, motywujgce, interesujgce i angazujgcee) lub innych, nieisto-
tnych aspektach (np. Po to by dzieci wiedzialy jak mierzyé za pomocg spinaczy do
papiery i oléwkéw). Niskie wyniki, jakie uzyskali studenci w tym zadaniu moga wy-
nikaé z braku odpowiednich kompetencji matematycznych (np. z braku rozumienia
sensu mierzenia), z braku odpowiednich kompetencji dydaktycznych (np. braku
rozumienia, czym jest motywacja, braku umiejetnosci stawiania wtasciwych celéw
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nauczania), ale takze braku umiejetnosci swoistego polaczenia posiadanej wiedzy
dydaktycznej i matematycznej przy realizacji konkretnego zagadnienia z matema-
tyki szkolnej.

Gorzej ksztaltuja sie wyniki studentéw, ktérzy pisali test rozszerzony (Rye. 5).
Zarowno w przypadku studentéw studiéw I stopnia, jak i studentow studidéw jed-
nolitych magisterskich poziom wykonania trzynastu zadan jest nizszy niz 70%.
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Ryc. 5. Procentowe wyniki polskich studentéw w zadaniach geometrycznych
mierzacych wiedze i umiejetno$ci matematyczne w tedcie rozszerzonym
Zr6dlo: Opracowanie wlasne na podstawie danych z badania TEDS-M 2008.

Studenci, ktérzy pisali test rozszerzony, podobnie jak studenci, ktorzy wypel-
niali test podstawowy, nie napotkali trudnosci z rozwigzaniem zadan rutynowych,
wymagajacych wiedzy odtworczej. Natomiast w zadaniach mniej typowych ich wy-
niki sa nizsze. Ponizej prezentuje zadanie (zadanie 4.), z ktérego rozwigzaniem nie
poradzila sobie okolo potowa polskich studentéow piszacych test rozszerzony.

Zadanie 4. Tréjkat w réwnolegloboku (geometria, stosowanie wiedzy)

ABCD jest réwnolegtobokiem, AM i BM sa dwusiecznymi katéw odpowiednio ZBAD
i ZABC. Wiedzac, ze obwdd réwnolegtoboku ABCD wynosi 6 cm, oblicz diugosci
bokéw tréjkata ABM.

D M €
Ryc. 6.
Whisz odpowiedzi ponizej.
|AB| = ......... cm
[AM|=......... cm
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Swiadezyé to moze o tym, ze studenci pomimo, iz znaja odpowiednie fakty, to bu-
dujac rozwiagzanie zadania, nie potrafia odpowiednio korzystaé¢ z posiadanej wiedzy
i taczy¢ ze soba réznych tresci. Brak odpowiednich kompetencji matematycznych
pociaga za soba brak kompetencji z dydaktyki matematyki.

Poprawnie rozwigzalo to zadanie 41,7% studentéw studiéw pierwszego stopnia
i 54,0% studentéw studidéw jednolitych magisterskich. Natomiast co trzeci student,
zaréwno studiéw licencjackich, jak i magisterskich napisat wszystkie trzy odpowie-
dzi blednie.

Dos¢ dobrze badani poradzili sobie z zadaniami mierzacymi wiedze i umie-
jetnosci z zakresu przekazywania wiedzy i odbierania jej od uczniéw. Natomiast
tatwosé jedynego zadania sprawdzajacego znajomos¢ powiazan treéci programo-
wych jest mniejsza niz 50%, zaréwno w przypadku studentéw studiéw pierwszego
stopnia, jak i studentéw studiéw jednolitych magisterskich (Ryc. 7). W zadaniu
tym badani mieli wéréd podanych tresci (twierdzen, wzoréw, regul postepowania)
wskazaé te, ktére beda najbardziej pomocne w zrozumieniu przez uczniéw pewnego
twierdzenia o dwusiecznej kata wewnetrznego w tréjkacie rownoramiennym.
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Ryc. 7. Procentowe wyniki polskich studentéw w zadaniach geometrycznych mierzacych
umiejetnoéci z dydaktyki matematyki w teScie rozszerzonym
Zr6dto: Opracowanie wlasne na podstawie danych z badania TEDS-M 2008

Podsumowujac, badanie TEDS-M 2008 pokazalo, ze wielu przysztych polskich
nauczycieli matematyki nie radzi sobie ze szkolnymi zadaniami matematycznymi
z zakresu geometrii. Warto zauwazy¢, ze brak kompetencji z dydaktyki matema-
tyki moze wynika¢ zaréwno z braku odpowiednich kompetencji matematycznych,
braku kompetencji dydaktycznych lub tez nieporadnosci i braku wprawy w swo-
istym laczeniu wiedzy i umiejetnoséci matematycznych i dydaktycznych.

Nie wiadomo, czy wejécie do zawodu, pomoc ze strony innych nauczycieli zli-
kwiduje ewentualne luki w ich wiedzy i umiejetnosciach, spowoduje, ze stana sie
oni wysokiej klasy specjalistami, czy tez bedzie wrecz przeciwnie — rutyna i co-
dzienne obowiazki szkolne sprawia, ze ich wiedza z uptywem lat stanie sie coraz
bardziej niepewna, a dzialania schematyczne i jednokierunkowe.
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4. Kompetencje geometryczne czynnych nauczycieli matematyki

Do identyfikacji poziomu kompetencji geometrycznych czynnych nauczycie-
li matematyki wykorzystalam wyniki badania potrzeb nauczycieli edukacji wcze-
snoszkolnej © nauczycieli matematyki w zakresie rozwoju zawodowego. Zostato ono
przeprowadzone przez Instytut Badan Edukacyjnych w latach 2012-2014. Wzieto
w nim udzial 381 nauczycieli matematyki w klasach 4-6 i 378 nauczycieli matema-
tyki gimnazjéw. W badaniu uzyto specjalnie skonstruowanych testow, za pomoca
ktoérych sprawdzano poziom specjalistycznej wiedzy nauczycielskiej. Wigkszo$¢ za-
dan byta charakterystyczna dla etapu edukacyjnego, na ktérym nauczal badany
nauczyciel, ale obok tych zadan umieszczono réwniez takie, ktére wystepuja na
etapach nizszych i wyzszych (Czajkowska, Grochowalska, Orzechowska, 2015).

W tescie przygotowanym z mysla o nauczycielach klas 4-6 szkét podstawowych
zamieszczono 20 zadan geometrycznych, w tym 7 zadan z obszaru matematyki i 13
z dydaktyki matematyki. Ich latwosé podaje na diagramie (Ryc. 8).
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Ryc. 8. Latwos¢ zadan geometrycznych
(nauczyciele matematyki klas 4-6 szkét podstawowych)
Zrédlo: Opracowanie wlasne na podstawie danych z badania BPN. Na czarno
zaznaczono zadania z zakresu matematyki, a na szaro — z dydaktyki matematyki.
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Nauczyciele matematyki klas 4-6 szkél podstawowych wykazali sie dosé¢ do-
bra znajomoscia tresci geometrycznych. Latwosé tego podtestu jest réwna 77,8%.
Badani nie napotkali wiekszych trudnosci z rozwiazywaniem typowych zadan geo-
metrycznych. Np. na pytanie, czy kula o promieniu 5 cm zmie$ci sie w prostopa-
dlosciennym pudelku o wymiarach 8 cm x 10 cm x 12 cm, poprawnej odpowiedzi
udzielito 86% nauczycieli. Ten pozytywny obraz burzy fakt, iz az 62% nauczycie-
li podalo, ze wyrazenie wielokgt, ktory ma wszystkie boki réowne i wszystkie kqty
rowne jednoznacznie okreéla kwadrat, nie zwracajac uwagi, ze wlasnoscé ta przystu-
guje wszystkim wielokatom foremnym. Tym samym za poprawng uznalo bledna
definicje kwadratu. Swiadezyé to moze o ich trudnosciach w definiowaniu pojeé
matematycznych. Co piaty nauczyciel nie potrafit tez dokonczy¢ rysunku grania-
stostupa, na ktérym byly zaznaczone cztery z szesciu jego wierzchotkéw. Analiza
prac tych oséb pozwala wnosi¢, ze nie mieli oni wystarczajaco rozwinietej wy-
obrazni przestrzennej lub nie zwracali uwagi na warunki podane w zadaniu (np.
dorysowywali wiecej wierzcholtkéw).
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Wyraznie gorzej nauczyciele klas 4-6 poradzili sobie z zadaniami wymagaja-
cymi wiedzy i umiejetnosci z dydaktyki matematyki. Latwosé tego podtestu jest
réwna 59,3%. Jedno z takich zadan prezentuje ponizej.

Zadanie 5. Na rysunku przedstawiono trapez. Prosze uzasadnié, ze zacieniowane
na rysunku trojkaty maja réwne pola.

Ryc. 9.
Prosze opisa¢, na czym polega zasadnicza trudno$é¢ zadania.

Tylko nieco ponad 19% nauczycieli prawidtowo odpowiedzialo, ze zasadnicza trud-
nos¢ zadania polega na dostrzezeniu tréjkatéw o tej samej podstawie i réwnych
wysokosciach oraz tréjkata, ktéry jest ich czescig wspdlng. Okoto 31% stwierdzito,
ze w tekscie zadania brakuje informacji, ze przedstawiony na rysunku trapez jest
réwnoramienny (choé trapez nie jest i nie musi by¢ réwnoramienny) lub tréjkaty
sa przystajace, a 20%, ze brakuje konkretnych danych liczbowych. Na podstawie
odpowiedzi nauczycieli mozna stwierdzi¢, ze dla znaczacej ich cze$ci samo pojecie
wzasadnicza trudno$é zadania” (powszechnie uzywane przy ocenie rozwigzan za-
dan otwartych na egzaminach zewnetrznych oraz przy holistycznej ocenie pracy
ucznia) bylo obce. Niektérzy z nich utozsamiali ,zasadnicza trudno$é zadania”
z ,przewidywana trudnoscia dla ucznia”, choé¢ wyrazenia te znaczeniowo nie sa
tozsame.

W innym zadaniu przedstawiono w réznych potozeniach pary prostych réwno-
legtych. Nauczyciel mial ustali¢ hipotetyczne przyczyny watpliwosci ucznia zwia-
zane z ocena réwnoleglodci tych par prostych, ktore byly ulozone w orientacji
innej niz pozioma czy pionowa. Okolo 68% badanych ustalilo, ze prawdopodobng
przyczyng watpliwosci ucznia, moze by¢ najczedciej prezentowana podczas lekcji
matematyki orientacja pionowa lub pozioma dwdch prostych rownolegtych — stad
przyzwyczajenie i watpliwodci ucznia podczas prezentacji prostych réwnolegtych
utozonych inaczej. Jednak, co trzeci nauczyciel nie potrafit odpowiedzie¢ na po-
stawione pytanie, badz jego odpowiedz byla w stylu: ,bo uczen ma wade wzroku”
lub ,,bo uczen nie nauczyt sie, co to sg proste réwnolegle”. Oznacza to, ze catkiem
spora grupa nauczycieli przyczyn trudnosci ucznia predzej upatruje w réznych
dysfunkcjach dziecka lub jego lenistwie niz wadliwie prowadzonym procesie dy-
daktycznym.

Nauczyciele uczacy w gimnazjach rozwiazywali 23 zadania geometryczne (10
zadan z obszaru matematyki i 13 z dydaktyki matematyki). Poziom wykonania
zadan matematycznych jest réwny 75%, a z dydaktyki matematyki — 79%. Poziomy
tatwosci poszcezegdlnych zadan zamiescitam na diagramie (Ryc. 10).
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Ryc. 10. Latwo$é zadan geometrycznych (nauczyciele matematyki gimnazjéw)
Zrédlo: Opracowanie wlasne na podstawie danych z badania BPN. Na czarno zaznaczono
zadania z zakresu matematyki, a na szaro - z dydaktyki matematyki.
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Nauczyciele dobrze poradzili sobie z rozwiazaniem polowy zadan, sprawdza-
jacych ich wiedze matematyczna z zakresu geometrii. Napotkali jednak trudnosci
z rozwiazaniem mniej typowych zadan. Na przyklad na pytanie o graficzng ilu-
stracje rozwigzania réwnania 5r = 7 w ukladzie wspoélrzednych w przestrzeni,
poprawne]j odpowiedzi udzielito ok. 58,6% o0s6b. Prawie 15% odpowiedzialo, ze
jest to punkt, 9% — prosta, a 10,2% — pélplaszczyzna. Pozostali podali jeszcze
inne bledne odpowiedzi lub opuscili zadanie. Nieco lepiej poradzili sobie badani
w przypadku pytania o ilustracje graficzna rozwiazania tego réwnania w uktadzie
wspoélrzednych na plaszczyznie. Tu odsetek poprawnych odpowiedzi jest réwny
72,4%. Jednak az 23,7% nauczycieli podalo, ze jest to punkt.

Nauczyciele wykazali sie wiedza i umiejetno$ciami z zakresu planowania pracy
dydaktycznej. Nie wszyscy jednak potrafili wlasciwie ocenia¢ uczniowskie, zwlasz-
cza nietypowe, rozwiazania zadan. Przyjrzyjmy sie zadaniu ponizej.

Zadanie 6. Gimnazjalista otrzymal do rozwiazania zadanie.
Oblicz pole dwunastokgta foremnego wpisanego w okrgg o promieniu réwnym 1.
Przedstawil nastepujace rozwiazanie tego zadania:

Ryc. 11.

Tréjkat OAC jest réwnoboczny, wiec AC =1 i odcinki OB i AC sq prostopadle.
P=6-0,5-1-1=3.

Prosze ocenié rozwiazanie zadania przedstawione przez ucznia. Prosze wyjasnié, na
czym polegal pomyst rozwigzania zadania podany przez ucznia.
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Tylko 63,1% badanych stwierdzilo, Ze rozwiazanie podane przez ucznia jest
poprawne, a prawie 50,8% potrafilo wyjasnié¢ idee tego rozwiazania. Z tej grupy
41,1% nauczycieli stwierdzilo, ze uczen podzielil dwunastokat foremny na 6 delto-
idéw i skorzystal ze wzoru na pole deltoidu. Ok. 1,6% uznalo, ze uczen najpierw
podzielit dwunastokat foremny na 6 deltoidéw, a potem kazdy z nich na dwa
tréjkaty réwnoramienne i skorzystal ze wzoru na pole tréjkata. Nieco ponad 8%
badanych stwierdzito, ze pomyst ucznia polegal na podziale dwunastokata na 12
przystajacych tréjkatéow, o podstawie réwnej 1 i wysokosci 0,5. Niepokojace jest
jednak to, ze prawie co trzeci nauczyciel uznal rozwiazanie przedstawione przez
ucznia za bledne.

5. Podsumowanie

Prezentowane wyniki wskazuja na konieczno$é zmiany systemu ksztatcenia
i doskonalenia nauczycieli. Znaczaca grupa zaréwno studentéw jak i nauczycieli,
pomimo ze posiada wiedze i umiejetnosci matematyczne nie ma wystarczajacej
wiedzy i umiejetnosci z dydaktyki matematyki.

Chociaz ogélne wyniki studentéw byly wysokie, to jednak maja oni pewne
braki w zakresie laczenia réznych tresci i dostrzegania miedzy nimi powiazan. Co
wiecej, jak pokazuja badania nauczycieli (Grzeda, 2009; Czajkowska, Grochowal-
ska, Orzechowska, 2015) ich wiedza teoretyczna nie ma przelozenia na praktyke.
Nauczyciele nie czuja sie dobrze przygotowani do wykonywania zawodu, nie wi-
dza zwiazkéw pomiedzy ta wiedza i umiejetnodciami, ktore zdobyli na studiach,
a tymi, ktére sa im konieczne i potrzebne w codziennej pracy. Nie zawsze wiedza
jakich zadan nalezy uzy¢, aby rozwija¢ okreslone, w tym geometryczne, umiejet-
nosci uczniéw. Wskazana wydaje sie zatem taka organizacja zaje¢ na studiach
matematycznych, by studenci specjalizacji nauczycielskiej mogli spojrze¢ na ma-
tematyke szkolna z punktu widzenia matematyki wyzszej, aby widzieli powiazania
pomiedzy tym, czego sie uczg na studiach, a tym czego sami bedg nauczaé¢. Nale-
zy im mozliwie czesto stwarzaé okazje do przekladu tresci wyrazonych w jezyku
matematyki wyzszej na jezyk zrozumialy dla ucznia lub dla osoby, ktéra nie zaj-
muje sie zawodowo matematyka. A zatem, jak stusznie uwazaja Turnau (2003)
i Zeromska (2012), konieczne jest wprowadzenie zmian w ksztatceniu przyszlych
nauczycieli na studiach matematycznych. Powinno by¢ ono ukierunkowane inaczej
i zorientowane na inne cele niz ksztalcenie oséb, ktére nie beda zawodowo zajmo-
waly si¢ nauczaniem. Nie wystarczy tutaj tylko zamieszczenie w planach studiéw
przedmiotéw pedagogicznych i dydaktycznych — to ukierunkowanie powinno byé
widoczne w tresciach i metodach nauczania stosowanych na wszystkich zajeciach,
rowniez z ,czystej matematyki”.

Natomiast wielu czynnych nauczycieli matematyki, nawet jesli ma kompetencje
matematyczne i dydaktyczne na odpowiednim poziomie, to nie potrafi ich zinte-
growa¢. Tym samym nauczyciele ci nie posiadaja odpowiednich kompetencji z dy-
daktyki matematyki. Jak wynika z badan, nie zawsze oni wiedza jak organizowac
proces nauczania, aby rozwija¢ okreslone umiejetnosci uczniéow. Czesto potrzebu-
ja wsparcia w zakresie metodyki nauczania tego przedmiotu. Jednak nie moga
to by¢ zajecia w formie wyktadow, tylko warsztatow. Rozwiazywanie problemdw
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i dyskusja nad nimi ma wieksze znaczenie niz stuchanie i bierna obserwacja.

W szczegolnosei, zaréwno studenci, jak i czynni nauczyciele matematyki, na-
potkali trudnosci z doborem zadan, za pomoca ktérych mozna ksztattowaé wy-
obraznie przestrzenna ucznidéw, a jej brak moze by¢ jednym z gtéwnych powoddw
niepowodzen w nauce geometrii. Wydaje sie zatem istotne, aby inaczej organi-
zowaé zajecia z geometrii na studiach matematycznych, poniewaz dotychczasowe
sposoby nauczania sa mato skuteczne. Pewna propozycje kursu przedstawit Tur-
nau (2003). Ponadto studenci na zajeciach uniwersyteckich oraz nauczyciele na
kursach doskonalacych powinni pracowa¢ nad takimi zadaniami, ktére z jednej
strony beda rozwija¢ ich umiejetnosci geometryczne, z drugiej beda mogty by¢
przez nich wykorzystane w pracy z uczniami.

Innym, zdiagnozowanym problemem jest to, ze nauczyciele swoidcie ,,specjali-
zuja sie” w nauczaniu na konkretnym etapie edukacyjnym. Na przyklad niektorzy
uczestniczacy w badaniu nauczyciele matematyki uczacy w szkole podstawowej na-
potkali duze trudnosci w zadaniu, w ktérym mieli wskazaé, czy rozwiazujac podane
problemy matematyczne nalezy skorzysta¢ z twierdzenia Pitagorasa, czy z twier-
dzenia odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa. Problem ten jest istotny zwlaszcza
teraz, w dobie zmian systemowych. Znaczaca grupa nauczycieli, uczacych obec-
nie w szkolach podstawowych nie jest przygotowana do nauczania matematyki
uczniéw 13-16 letnich; podobnie niektérzy nauczyciele uczacy w gimnazjach nie
posiadaja odpowiednich umiejetnosci z dydaktyki matematyki, aby nauczaé¢ tego
przedmiotu w klasach 4-6 szkoly podstawowej.
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