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Tworcza aktywno$¢ matematyczna uczniéw
zwigzana z rozwigzywaniem pewnych zadan na
zastosowanie wzoréw Viete'a*

Abstract. In this article we propose ways of developing the active and creati-
ve attitude of students towards solving mathematical problems. The tasks
were sourced from various mathematical competitions for secondary scho-
ol students, such as the so-called Mathematical Olympiad, and require the
use of Vieta’s formulas for third-degree polynomials. These problems inspi-
re students to conduct their own elementary research work and foster their
creative attitude towards mathematics. This article is dedicated mainly to
students who are pre-service mathematics teachers, but may also be of use
to in-service teachers.

1. Wstep

Niniejszy artykul jest préba pokazania na przykltadach sposobéw opracowywa-
nia z uczniami szkél érednich pewnych zagadnien matematycznych prowadzacych
do waznych elementéw rozwijania twoérczego dziatania w zakresie matematyki. Na-
szym zdaniem proponowane w tej pracy metody wskazuja na mozliwosé skuteczne-
go nauczania matematyki, zamiast odtwarzania algorytmoéw na potrzeby zadan eg-
zaminacyjnych. Z punktu widzenia przecigtnego ucznia ten egzaminacyjny trening
jest zapewne pozadany, ale na ogdt nie prowadzi do rozwijania matematycznego
myslenia.

We wstepie do ksiazki (Mikolajezyk, 2012, s. 5) czytamy:

Matematyczne zainteresowania i talenty uczniow rzadko sg nauczycielom da-
ne. W wiekszosci przypadkow muszq oni solidnie na nie zapracowac swoim
entuzjazmem, zaangazowaniem, pomystowosciq i profesjonalizmem.

*Creative mathematical mental activity of students while solving problems requiring use of
Vieta’s formulas
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Dlatego prace te adresujemy gléwnie do studentow matematyki, majacych
w przyszloéci by¢ nauczycielami, a takze do nauczycieli matematyki. Pragniemy
pokazaé¢ w niej, na stosunkowo niewielkim wycinku zagadnien matematycznych,
jak mozna, pracujac z uczniami, postepowac tak, aby:

a) ksztaltowaé kluczowe dla matematyki umiejetnosci: logicznego myslenia, pre-
cyzyjnego argumentowania, postugiwania si¢ technikami algebraicznymi i do-
strzegania geometrycznych zaleznosci;

b) zaszczepia¢ w uczniach matematyczne pasje i rozwijaé zainteresowania;
c) ksztalcié uczniéw myslacych, twérczych i pomystowych.

Umiejetno$ci wymienione powyzej w punkcie a) maja zwiazek z aktywnoscia,
na ktéra zwraca uwage Z. Krygowska (Krygowska, 1986). Aktywno$¢ ta, zdaniem
autorki, wspomaga akt twérczy mysli matematycznej. W pracy Z. Krygowskiej
znajdujemy nastepujace stwierdzenie:

Jak przyznaje sami matematycy, akt iluminacji nastepuje zwykle po ogromnej
pracy wstepnej oraz poprzedza nastepny etap pracy, organizowanej Swiado-
mie. Do pracy tej niezbedne sq pewne narzedzia, do ktérych w matematyce
zalicza sie stosowne zadania.

W swojej ksiazce (Krygowska, 1977¢) Z. Krygowska wskazuje, ze bardzo dobre
w tym wzgledzie dla uczniéw sa otwarte zadania problemowe i zadania metodolo-
giczne. Daja one mozliwo$¢ zapoznania uczniéw ze specyfika pracy matematyka,
w ktérej definiuje sie pewne pojecia, formuluje sie hipotezy z nimi zwiazane, do-
wodzi ich prawdziwosci lub je odrzuca konstruujac stosowne przyktady.

Mason, Burton, Stacey (2005, s. 8) sformulowali nastepujace postulaty doty-
czace myslenia matematycznego:

1. Jestes w stanie mysle¢ matematycznie.

2. Matematyczne myslenie mozna usprawni¢ dzieki praktyce polgczonej z refiek-
57@.
3. Matematyczne myslenie prowokujg sprzecznosci, napiecia © niespodzianki.

4. Matematycznemu mysleniu sprzyja atmosfera swobodnego zadawania pytan,
rzucania wyzwan i refleksji.

5. Matematyczne myslenie pomaga w zrozumieniu siebie i Swiata.

7 powyzszych refleksji wynika, ze forma myslenia matematycznego moze by¢
dostepna kazdemu, kto ma motywacje do podejmowania wysitku intelektualnego.

Uwazamy, ze tematyka tej naszej pracy egzemplifikuje pewne idee teoretyczne
opisane w artykule A. Pardaly (2009). Autor w tym artykule, nawiazujac do do-
$wiadczen francuskiego stowarzyszenia Math Pour Tous, ktére przedstawione sa w
pracy L. Beddou, C. Mauduit (2001), pisze:
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Nauczanie matematyki opiera si¢ w ich koncepcji na aktywnosci badawczej

w matematyce © zaangaZowaniu jok najwiekszej liczby ucznidw i studentow.

Prébuje sie tu przestrzegac badz kopiowacé pewne zachowania, wzorce i zasady

specyficzne badaniom naukowym, takie jak: odkrywaé pytajgc, uczyé sie ba-

dajgc, ozywiaé kreatywnos$¢ i wyobrainie, doceniac role bledu w uczeniu sie,

nauczyc¢ stuchania, wymiany ¢ komunikowania idei. Nauczyciel akademicki

sprawuje tu patronat, przedklada pewng liczbe zadan i problemow, takich by

ich rozwigzanie nie angazowato ,znanej wiedzy”. Nauczyciel prowadzqgcy taki

seans zajeé obowigzany jest, by ta praca ucznidw bedZ grup uczniow (takze

blizniaczych) posuwwala sie do przodu.

Prezentowany artykul ma nastepujaca strukture:

1) Podstawowymi elementami tej konstrukeji sa zadania, a czesto réwniez ich
rozwigzania, zawarte gtéwnie w literaturze matematycznej przeznaczonej dla
ucznidéw przygotowujacych sie do konkurséw i olimpiad matematycznych.

Wszystkie podstawowe zadania dotycza zastosowania wzoréw Viete’a dla
wielomianéw trzeciego stopnia o wspétczynnikach rzeczywistych.

Na bazie tych podstawowych zadan formulowane i rozwiazywane sa problemy
i zagadnienia matematyczne zwigzane w sposob naturalny z tymi zadaniami,
a dotyczace:

a)

j)

matematycznej sensownosci rozwazanych w zadaniach wyrazen algebra-
icznych;

istnienia i liczby obiektéw matematycznych rozwazanych w zadaniach;

krotnosci pierwiastkéw wielomianéw i interpretacji geometrycznej wy-
kresow wielomianéw majacych pierwiastki wielokrotne;

istnienia i postaci wielomianéw rozwazanych w danym zadaniu, ktore
maja pierwiastki wielokrotne;

roli i znaczenia wspolczynnikéow wielomianéw rozwazanych w zadaniu;

zastosowania matematycznych programéw komputerowych do rozwia-
zywania rownan trzeciego stopnia;

wzoréw Viete’a w zagadnieniach geometrycznych;

sposobow rozwiazania zadania bez uzycia wzoréw Viete’a oraz z zasto-
sowaniem wzoréw Viete’a;

badania istotnosci i niezaleznosci zatozen twierdzen rozwazanych w za-
daniach;

naturalnych uogélnieri zagadnieri (wzoréw) wystepujacych w zadaniach
i ich zastosowan do konstrukcji nowych interesujacych zadan.

4) Zadania i ich rozwiazania na ogdl zaopatrzone sa w odpowiednie komentarze
dydaktyczne.
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2. Wiadomosci wstepne

Paragraf ten zawiera najwazniejsze definicje i twierdzenia wykorzystywane
w rozwiazaniach zadan. Cze$¢ z nich na ogdl nie znajduje sie w klasycznych
podrecznikach szkolnych, ale sg stosowane w rozwiazaniach zadan konkursowych
i olimpijskich. Twierdzenia dotyczace ciata liczb zespolonych, a w szczegdlnosci
pierwiastkow zespolonych wielomianéw o wspélczynnikach rzeczywistych, nie sa
bezposrednio stosowane w tekstach zadan i ich rozwiazaniach, ale zostaly zamiesz-
czone w tym paragrafie w celu pelniejszej informacji o pierwiastkach wielomianow.

Ponizsze dwa twierdzenia sa szczegbélnymi przypadkami ogblnego twierdzenia
Viete'a (Pawlowski, 1994, s. 159).

TWIERDZENIE 1 (WZORY VIETE’A DLA TROJMIANU KWADRATOWEGO)

Niech f(z) = asx®+ai1x+ag, gdzie az # 0, bedzie wielomianem o wspélezynnikach
rzeczywistych. Liczby x1, xo sq pierwiastkami rzeczywistymi wielomianu f(x) wtedy
1 tylko wtedy, gdy spelnione sq¢ nastepujgce réwnosci:

a1

)

X1 + X9
T1Xl2 =

SE

TWIERDZENIE 2 (WZORY VIETE’A DLA WIELOMIANU TRZECIEGO STOPNIA)
Niech f(x) = azx®+asx®+a1x+ag, gdzie az # 0, bedzie wiclomianem o wspélczyn-
nikach rzeczywistych. Liczby x1, T2, T3 sq pierwiastkami rzeczywistymi wielomianu
(@) wtedy i tylko wtedy, gdy spelnione sq nastepujgce réwnosci:

a
T+ @2+ 3 = — 32,
a
132 + 3133 + 2wz = L, (2)
a,
T1T2x3 — 7£.

DEFINICJIA 1 (MOSTOWSKI, STARK, 1970, s. 191)

Niech f(z) bedzie wielomianem jednej zmiennej x o wspélezynnikach rzeczywi-
stych. Liczbe rzeczywista x¢ nazywamy k-krotnym pierwiastkiem, gdzie k jest nie-
zerowa liczba naturalna, wielomianu f(z), jezeli wielomian f(z) jest podzielny
przez (z — x0)* i f(z) nie jest podzielny przez (x — x¢)" 1.

Pierwiastki 1-, 2-, 3-krotne nazywamy réwniez pierwiastkami odpowiednio po-
jedynczymi, podwojnymi, potréjnymi.

TWIERDZENIE 3 (MOSTOWSKI, STARK, 1970, s. 191)

Liczba rzeczywista xg jest k-krotnym pierwiastkiem wielomianu f(x) o wspdlczyn-
nikach rzeczywistych wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje wielomian g(z) o wspdlczyn-
nikach rzeczywistych taki, e f(z) = (xz — x0)*g(z) i g(x0) # 0.

Niech liczba rzeczywista zg bedzie k-krotnym, gdzie k > 2, pierwiastkiem
wielomianu f(x) o wspdlezynnikach rzeczywistych. Z twierdzenia 3 wynika, ze
f(z) = (x —z0)*g(z) i g(z0) # 0. Stosujac do wielomianu f(z) twierdzenie o po-
chodnej iloczynu otrzymujemy:

fl(@) = (z — 20)* (kg (2) + (x — 20)g’ (2)).
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Oznaczmy: h(z) = kg(x)+(x—x0)g’ (x). Zauwazmy, ze h(zg) # 0 oraz f'(z) = (x—
20)*1h(z). Zatem na mocy twierdzenia 3 udowodnili$my nastepujace twierdzenie.

TWIERDZENIE 4 (MOSTOWSKI, STARK, 1970, s. 192)

Jezeli liczba rzeczywista xg jest k-krotnym, gdzie k > 2, pierwiastkiem wielomianu
f(z) o wspdlezynnikach rzeczywistych, to liczba xq jest (k — 1)-krotnym pierwiast-
kiem pochodnej f'(x).

Ponizsze twierdzenie jest szczegdlnym przypadkiem (cialo liczb rzeczywistych)
twierdzenia zamieszczonego w ksiazce: Gleichgewicht (2004, s. 309).

TWIERDZENIE 5

Kazdy wielomian jednej zmiennej o wspotczynnikach rzeczywistych stopnia n, gdzie
n € N, ma w zbiorze liczb rzeczywistych co najwyzej n pierwiastkéw rzeczywistych,
jesli liczymy kazZdy pierwiastek tyle razy, jaka jest jego krotnoscé.

Ponizsze twierdzenie jest szczegdlnym przypadkiem twierdzenia 1 zamieszczo-
nego w ksiazce: Kostrikin (2004, s. 224).

TWIERDZENIE 6

Kazdy wielomian jednej zmiennej o wspotczynnikach rzeczywistych stopnia n, gdzie
n > 1, ma w zbiorze liczb zespolonych doktadnie n pierwiastkow zespolonych, jesli
liczymy kazdy pierwiastek tyle razy, jaka jest jego krotnosc.

TWIERDZENIE 7 (GLEICHGEWICHT, 2004, s. 314)
Kazdy wielomian jednej zmiennej o wspotczynnikach rzeczywistych stopnia niepa-
rzystego ma w zbiorze liczb rzeczywistych co najmniej jeden pierwiastek rzeczywisty.

Pierwiastki wielokrotne maja nastepujaca interpretacje geometryczng. Niech
liczba rzeczywista xg bedzie k-krotnym, gdzie k > 2, pierwiastkiem wielomia-
nu f(z) o wspdlezynnikach rzeczywistych. Przyjmujemy, ze yo = f(xo). Prosta
o réwnaniu

Yy —yo = f'(zo)(z — o) (3)

jest styczna do wykresu funkeji f(z) w punkcie g. Poniewaz yo = f(zo) = f'(z0) =
0 na podstawie twierdzenia 4, wiec prosta (3) ma réwnanie

y=0.

Zatem wykres wielomianu f(z) jest styczny do osi z ukladu wspétrzednych w punk-
cie xg.

Poniewaz w dalszej czesci artykutu bedziemy gléwnie zajmowaé sie wielomia-
nami trzeciego stopnia, wiec najpierw zalézmy, ze liczba rzeczywista zg jest po-
dwdjnym pierwiastkiem wielomianu f(x) trzeciego stopnia o wspélezynnikach rze-
czywistych. Zatem wielomian f(z) mozna zapisaé w postaci

f(a) = a(z — 20)*( — z1),

gdzie a jest liczba rzeczywista rézna od zera oraz x1 # xo. Wtedy f(zg) = f'(zo) =
01 f"(xo) # 0. Zatem otrzymaliémy nastepujacy wniosek.
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WNIOSEK 1

Niech liczba rzeczywista xg bedzie podwéjnym pierwiastkiem wielomianu f(x)
trzeciego stopnia o wspélczynnikach rzeczywistych. Wtedy wykres wielomianu
f(z) jest styczny do osi z w punkcie xg i w punkcie 2y wielomian f(x) ma ekstre-
mum lokalne.

Nastepnie zalézmy, Ze liczba rzeczywista xg jest potréjnym pierwiastkiem wie-
lomianu f(x) trzeciego stopnia o wspétezynnikach rzeczywistych. Zatem wielomian
f(x) mozna zapisa¢ w postaci

f(x) = a(e — x0)°,

gdzie a jest liczba rzeczywista rézna od zera. Zauwazmy, ze f(zo) = f'(zg) =
(o) =01 f"(xg) # 0. Zatem otrzymaliSmy nastepujacy wniosek.

WNIOSEK 2

Niech liczba rzeczywista xg bedzie potréjnym pierwiastkiem wielomianu f(x) trze-
ciego stopnia o wspdlczynnikach rzeczywistych. Wtedy wykres wielomianu f(x)
jest styczny do osi x w punkcie xy i w punkcie zg wykres ma punkt przegiecia.

Przypomnijmy pewne potrzebne w tym artykule fakty dotyczace rownan trze-
ciego stopnia (Mostowski, 1967).
Dane jest réwnanie trzeciego stopnia postaci:

az® 4+ bx? +cx +d =0, (4)

gdzie wspolczynniki a, b, ¢, d sa rzeczywiste i a # 0.
Roéwnanie (4) mozna sprowadzi¢ do prostszej postaci:

22+ pr+q=0, (5)

gdzie
_ —b% + 3ac 2b% — 9abe + 27a%d

_ 0 tdac . 6
P 3.2 ' ¢ 2743 (6)

Wyrdznikiem réwnania (5) nazywamy

w

2
_T
A_4+ (7)

S
\]0

TWIERDZENIE 8 (MOsSTOWSKI, 1967, s. 111 - 112)

Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby réwnanie (5) o wspélczynnikach
rzeczywistych p i q mialo wszystkie trzy pierwiastki rzeczywiste i rézZne, jest, aby
wyroznik

A <0.

TWIERDZENIE 9 (MOSTOWSKI, 1967, s. 112)
Na to, by réwnanie (5), o wspdlczynnikach rzeczywistych p oraz ¢ mialo wszystkie
pierwiastki rzeczywiste i ktorys z nich byt wielokrotny, potrzeba i wystarcza, aby
wyroznik

A =0.
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TWIERDZENIE 10 (MOSTOWSKI, 1967, s. 114)
Na to, by réwnanie (5) o wspdlezynnikach rzeczywistych p i q mialo tylko jeden
pierwiastek rzeczywisty, dwa zas inne zespolone sprzeione, potrzeba i wystarcza,
aby wyréznik

A > 0.

3. Przyktady zadan inspirujgcych aktywnos$¢é twérczg

W tym paragrafie podamy przyktady zadan, w ktérych wykorzystane sa wzo-
ry Viete’a. Analiza tematéw tych zadan nasuwa wiele ciekawych i niebanalnych
probleméw. Rozwazanie tych zagadnienn daje uczniom okazje do stawiania sobie
pytan dotyczacych istnienia pewnych obiektéw matematycznych lub sensownosci
rozwazanych wyrazen. Podejmowanie przez uczniow dyskutowania takich proble-
moéw jest wyrazem twoérczej matematycznej aktywnosci uczniow.

ZADANIE 1 (PAWLOWSKI, 1994, s. 172, zAD. 14)
Dany jest wielomian
f(z) = az® — az® + bx 4+ b (8)

o wspoétezynnikach rzeczywistych a i b réznych od zera. Jezeli x1,x2,x3 sa pier-
wiastkami rzeczywistymi wielomianu f(z), to

1 1 1
(x1 +xo+ax3)(—+—+—)=-—1.
T To T3

R.: Ze wzoréw Viete’a wynika, ze:

Ttz tag=—=1,
T1To + Tox3z + X3x1 = g,
T1X2X3 = —g.
Wobec tego
1 1 1 T1To + Tox3 + 3T L
(@1 +@s Fa3)(— 4 — F —) = (a1 Fay Fay) oS = = ]
T T2 I3 T1X2T3 —

Zgodnie z typologia zadan matematycznych zaproponowang przez Z. Krygowska
(1977¢, s. 20-38), zadanie powyzsze, to zwykle zastosowanie teorii. Nie wymaga
skomplikowanych rachunkéw, ale jest okazja do interesujacych dyskusji.
Po pierwsze, analizujac tres¢ zadania 1 nalezy postawié¢ pytanie o sens wyra-
zenia
1 1 1
— 4+ —+ —, (9)
Ty T2 T3
gdzie z; dla i = 1,2, 3 sa pierwiastkami rozwazanego wielomianu (8).
Wyrazenie (9) ma sens, gdyz liczba 0 nie jest pierwiastkiem wielomianu (8).
Ze wzgledu na tres¢ zadania 1 interesujace jest pytanie o istnienie wielomianu
postaci (8), ktéry ma trzy pierwiastki rzeczywiste (zob. twierdzenia 5 1 7).
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. s . . . o 3 2 1 1
Odpowiedz jest pozytywna. Wielomian f(r) = 62° — 62° + 52 + 5 ma trzy
pierwiastki rzeczywiste:

1

1 = 3,
_ 3+v33
T2 = 12
_ 3—v33
r3 = 15 -

Aby znalezé przyklad wielomianu postaci (8) o trzech pierwiastkach rzeczywi-
stych uczniowie moga zastosowaé¢ metode ,,préb i bledéw”:

a) wybraé liczbe rzeczywista x1, np. 1 = %, i zatlozy¢, ze liczba x1 jest pier-
wiastkiem wielomianu (8);

b) z zalozenia, ze 1 jest pierwiastkiem wielomianu (8), wywnioskowaé jaka jest
zalezno$¢ miedzy wspo6lczynnikami a i b wielomianu (8);

¢) dobraé¢ wartosci liczbowe wspdlczynnikéw a i b w ten sposdb, aby tréjmian
kwadratowy otrzymany w wyniku podzielenia wielomianu f(z) przez dwu-
mian x — x; mial dwa pierwiastki rzeczywiste.

W przypadku, gdy powyzsza préba doboru liczb nie prowadzi do oczekiwanego
rezultatu, uczniowie powinni analizowa¢ przyczyny niepowodzenia i wyciagaé sto-
sowne wnioski dotyczace dalszych préb. Latwo zauwazy¢, ze warto zaproponowad
uczniom prace w grupach nad rozwigzaniem powyzszego zagadnienia.

W réznych sytuacjach dydaktycznych przyktady odgrywaja wazna role.
M. Ciosek (1995) pisze:

W badaniu matematycznym, z jakim niewgtpliwie mamy do czynienia w trak-
cie rozwigzywania zadania-problemu czy inaczej zadania otwartego (Krygow-
ska, 1977b; Ciosek, 1988), przyklad bywa wykorzystywany w réznych fazach
procesu rozwigzywania zadania, © to do réozZnych celow. Wsrdd tych ostatnich
mozna wymienic:

(1) zrozumienie problemu,
(2) odkrycie ogdlnego rozwigzania problemu,
(3) weryfikacje hipotezy odnoszacej sie do rozwigzania ogdlnego,

(4) sprawdzenie poprawnosci rachunku algebraicznego.

[-..] Wykorzystanie przykladu do wspomnianego powyzej celu (2) wigze sie
ze strategiq rozwigzywania zadan jake jest ,,rozwazanie przypadkéw szczegol-
nych” (examining special cases), ktorg krétko mozemy nazwaé strategiq S. A.
Schoenfeld ujmugje te strategie w forme polyowskiej dyrektywy heurystycznej:
»Dla lepszego zrozumienia mieznanego ci problemu, sprobuj go zegzemplifi-
kowac przez rozwazZenie réinych przypadkéw szczegdlnych. Moze ci to za-
sugerowal kierunek poszukiwania lub wskazaé prawdopodobne rozwigzanie”
(Schoenfeld, 1985, s. 76).

Zauwazmy, ze mnozac wielomian f(z) = 623 — 622 + %x + % przez dowolna liczbe
rzeczywista rézna od zera, otrzymujemy nieskonczenie wiele wielomianéw postaci
(8), ale wszystkie otrzymane wielomiany maja te same trzy pierwiastki rzeczywiste.
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Aby zagadnienie rozwazane w zadaniu 1 mialo istotne znaczenie warto odpo-
wiedzie¢ na nastepujace pytanie:

Czy istnieje nieskoriczony zbidr wielomiandw postaci (8), ktdre majq trzy pier-
wiastki rzeczywiste, a dowolne dwa réine wielomiany z tego zbioru majg roine
zbiory pierwiastkow?

Odpowiedz na to pytanie zawiera si¢ w ponizszych zadaniach: 1.1-1.4.

ZADANIE 1.1
Dany jest wielomian f(z) = az® — ax® + bx + b, gdzie a,b € R\ {0}. Wykazaé, ze
liczba ¢ € R jest pierwiastkiem wielomianu f(x) wtedy i tylko wtedy, gdy

a c+1
a_ . 10
b 2-¢8 (10)
R.: (i) Zakladamy, ze liczba ¢ € R jest pierwiastkiem wielomianu f(x) (zob.
twierdzenie 7). Zauwazmy, ze ¢ € R\ {—1,0,1}. Ponadto ac® — ac? + bc +b = 0,
czyli a(c® — c?) +b(c+1) =0, a wige

a c+1
b 2—¢3

Otrzymalismy réwnoéé (10).
(ii) Zakladamy, ze spelniona jest réwnosé (10). Stad wynika, ze ¢ € R\
{-1,0,1}. Latwo sprawdzié, ze na podstawie réwnosci (10) otrzymujemy réwnosé:

ac® —ac® +bc+b=0.
Zatem liczba c jest pierwiastkiem wielomianu f(x).

ZADANIE 1.2
Dany jest wielomian f(z) = ax® — ax? + bx + b, gdzie a,b € R\ {0}. Wykazaé, ze
jezeli liczba ¢ € R spelnia warunki:

(a) 0<c< 1,
(b) & = gt
to:

(i) Liczba c jest pierwiastkiem rzeczywistym wielomianu f(x).
(ii) Wielomian f(z) ma trzy pierwiastki rzeczywiste.

R.: ad (i). Z zadania 1.1 bezposrednio wynika, ze liczba ¢ jest pierwiastkiem
rzeczywistym wielomianu f(x).
ad (ii). Zakladamy, ze x1 i xo sa pierwiastkami rzeczywistymi wielomianu
f(x) (zob. twierdzenie 5). Przyjmijmy oznaczenie: s = c. Stosujac wzory Viete’a
mamy:
b

T1X2C = —a

{a:l—i-mg—i—c:l,



[34] Antoni Chronowski, Zbigniew Powazka

Wobec tego:

C*C2

c+17
ro=1—c— 21,

r1(l—c—m) + e=c® _ 0,

T+ 722 =1—c,
T1T2 = —

c+1
(1—0)331—:1:%4—0(;—“12:07
2 4 (c— 1)z + C;__lc =0.

A wiec x1 jest pierwiastkiem réwnania kwadratowego:

22+ (c— Dz + C;ff =0.

Zauwazmy, ze:

2—c c—c?
A=(c—1)2 -39 = (c—1)2 4 2e),

Poniewaz 0 < ¢ < 1, wiec 4(5_;;2) > 0, czyli A > 0. Zatem

T = % lub 7 = %. Wiemy, ze o = 1 — ¢ — x1. Zatem, jezeli
T1 = 7(1_@2_\/5, to xo = 7(1_@;@, a jezeli x1 = 7(1_0);\/5, to xo = 7(1_@2_\/3.
Wobec tego mozemy przyjac, ze: r1 = %, To = % ixg=c.

Udowodnimy, ze liczby rzeczywiste x1 i x5 sa istotnie pierwiastkami wielo-
mianu f(x). Oczywiscie wiemy, ze liczba rzeczywista xs = ¢ jest pierwiastkiem
wielomianu f(z). W tym celu na podstawie twierdzenia 2 wystarczy wykazaé, ze
liczby 21, z2 i 23 spelniaja wzory Viete’a dla wielomianu f(z). Istotnie, mamy:

T1 +T9 + 23 = c=(1-¢)+c=1;

X122 + Tokg + X301 = T122 + (X1 + T2)c =

(17c)27\/Z_|_ (17c)2+\/z_|_

1-0—VA  (1-¢+VA 1—c)—VA 1—¢)+VA 1—e)2_A
G g (2 4+ e = =2 4 (1 - e =
(1—e)?—(c—1y2— =) , L
4 < + (1 o C)C = CC+_10 + (]‘ - C)C = cc—_i-i = %;
—c B—c?
T1T223 = (T122)C = a1 ' ¢T o1 T T

Wobec tego x1,x9, x3 = ¢ sg pierwiastkami rzeczywistymi wielomianu f(x).

Warto aby uczniowie zbadali, czy istnieje liczba rzeczywista ¢ & (0, 1) taka, ze
przy zalozeniu (b) spelnione sa tezy (i) oraz (ii) w zadaniu 1.2. A moze istnieje
nieskonczony zbiér takich liczb ¢?

ZADANIE 1.3
Korzystajac z zadania 1.2 skonstruowaé wielomian postaci f(x) = az3—az?+bx+b,
gdzie a,b € R\ {0}, majacy trzy pierwiastki rzeczywiste.

R.: Niech ¢ = % Wtedy
c+1
2 _ 3

= 18.
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Stad ¢ = 18. Mozna przyja¢ a = 18 i b = 1. Wowczas
f(z) =182% — 182 + = + 1.
Oczywiscie f (%) = 0 na mocy wlasnosci wlasnosci (i) w zadaniu 1.2. Nastepnie
mamy:
. 1
(182% —182% + 2 + 1) : (x — 5) = 1827 — 12z — 3.
Rozwiazujac rownanie
182° — 12z — 3 =0,
72"'%/% lub z = 72_%/E.

otrzymujemy pierwiastki: z =
Zatem wielomian f(z) ma nastepujace pierwiastki:

1
T1 =3,
2+v10
T2 = +6 y
£y = 2210

(=]

ZADANIE 1.4

Wykazaé, ze istnieje nieskoriczony zbiér wielomianéw postaci f(r) = az® — az? +
bx + b, gdzie a,b € R \ {0}, ktére maja trzy pierwiastki rzeczywiste, a dowolne
dwa rézne wielomiany z tego zbioru maja rézne zbiory pierwiastkdw.

R.: Rozwazmy ciag ¢, = % dla n > 1. Oczywiscie 0 < ¢, < 1 dlan > 1.
Przyjmijmy, ze a, = ¢, + 11 b, = ¢} — ¢. Niech

3

fu(z) = apz® — an@? + bpx + by,

gdzie n > 1. Poniewaz
an cn+1

2 _ 3’
b, 2 —c}

wiec na mocy zadania 1.2 liczba ¢, jest pierwiastkiem wielomianu f,(z) oraz
wielomian f,(z) ma trzy pierwiastki rzeczywiste dla n > 1. Niech n > 1, m > 1
in # m. Wowczas oczywiscie a, # an. Wobec tego fn(z) # fm(z). Zatem
zbiér A = {fn(x) : n > 1} jest nieskoriczony oraz oczywiscie dowolne dwa rézne
wielomiany z tego zbioru maja rézne zbiory pierwiastkdw.

Czesto stawiane jest réwniez pytanie o krotnosé pierwiastkéw wielomianéw
(zob. wnioski 1 i 2). Analiza tego zagadnienia dla wielomianu (8) znajduje sie
w rozwiazaniach nastepnych dwéch zadan: 1.5 1 1.6.

Korzystajac z wynikéw dyskusji przeprowadzonej po rozwigzaniu zadania 1.2
mozna zacheci¢ uczniéw, aby wskazali inny nieskoriczony zbiér wielomianéw po-
staci f(x) = ax® —az? +bx +0b, gdzie a,b € R\ {0}, spetiajacych warunki podane
w zadaniu 1.4.

ZADANIE 1.5
Zbadaé, czy wielomian f(z) = az® — az? + bz + b, gdzie a,b € R\ {0}, ma
rzeczywisty pierwiastek potréjny?
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R.: Przypusémy, ze xg € R jest potrdjnym pierwiastkiem wielomianu f(x). Na
podstawie wzorow Viete’a mamy:

3.1’0 = 1,
2 _ b
3‘§O - Eba
Ty = ~ar

Wobec tego
_ 1
To = 3
b _ 1
= 3,
b_ "1
a 27"

OtrzymaliSmy sprzeczno$é. Zatem wielomian f(x) nie ma rzeczywistego pierwiast-
ka potrdjnego.

ZADANIE 1.6
Wrykazaé, ze wielomian f(z) = az® — az? + bz + b, gdzie a,b € R\ {0}, ma
rzeczywisty pierwiastek podwojny wtedy i tylko wtedy, gdy:

(a) f(z) = a(a® — a2 — LB, 11455) qja g € R\ {0}
lub
(b) f(z) = a(z® — 2% 4 =LE5VE, 4 —1E5V5) qla g € R\ {0}.

R.: I sposéb.
Zakladamy, ze x1,z2 € R sa rzeczywistymi pierwiastkami wielomianu f(z),
przy czym 7 jest pierwiastkiem podwdjnym. Wielomian f(z) zapiszemy w postaci:

f(z) =a(z® — 2%+ Lo+ 2).

Przyjmijmy, ze
3

g(z) =2 -2+ Lo+ 2.

Zatem

g9(x) = (x — 21)%(x — 22) = 2> — (221 + x2)2? + (22 + 22120)2 — 220

Stad
201 +x9 =1,
{x% + 21709 = —:cfmg,
czyli
ro = 1— 2581,
{xl + 210 = —x172,

bo x1 # 0. Wobec tego
x4+ 2(1 = 227) = —21(1 — 221),

a wiec
xf—&—xl—l:O.
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Stad wynika, ze z1 jest pierwiastkiem réwnania kwadratowego 2 +x —1 = 0,

czyli
~1-+5 ~1++5
rp=——""—lubzr; = ——.
2 2

A zatem

T = _15\/5, lub T = _1;\/5’

.T2:2—|—\/g .T2:2—\/g.
Wobec tego

g(z) = (v + 71+2\/g)2(x —(2+4V5) =a® — 2% - 11+25\/‘?’x — 1”25\/5

lub

o(0) = (o = L) — (2= VE) = o —a? 4 =UgSfEp 4 =L

f(z) = a(z® — 2 - 11+25‘/5x - 11+25‘/5) dlac € R\ {0}

f(z) = a(a® — o? 2155, 4 “146VE) qla g € R\ {0).

WykazaliSmy, ze spelnione sa warunki (a), (b).
Odwrotnie, na podstawie powyzszych rozwazan tatwo sprawdzié, ze wielomian:
f(x) = a(x® — 22 — 11+25‘/5x - 11"‘25‘/3) dla a € R\ {0}, ma pierwiastek podwdjny

—1-V5
2

, natomiast wielomian

fx) = a(a® — o2 4 Z1E5V5 5 4 —L45VEY gla g € R\ {0}
—14+5
EV5

ma pierwiastek podwdjny

1T sposob.

W tym sposobie rozwiazania zadania wykorzystamy teorie rozwiazywania row-
nan trzeciego stopnia. Aby wyznaczy¢ pierwiastki wielomianu f(x) wystarczy roz-
wigzaé rownanie

az® — az® +br 4+ b= 0.

Sprowadzimy powyzsze réwnanie do postaci (zob. (5)):
2 +pr+q=0.
Stosujac wzory (zob. (6)) na wspélezynniki p i ¢ otrzymujemy:

_3b-a ~ 36b—2a
T30 0 9T Tora

p
Wtedy wyréznik A (zob. (7)) jest réwny:

b(b? + 11ab — a?)

A:
27a3
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Wobec tego stosujac twierdzenie 9 otrzymujemy:
A=0+= bV +1lab—a*=0 < (b= 7_1155‘/5a Vb= 7_1135\/5a.

Zatem wielomian f(z) ma postaé:

f(z) = a(z® — 2 - 11+25‘/5x - 11+25‘/5) dlaa € R\ {0}

lub

f(x) = a(a® — o2 4 21455, 4 —LE5VE) qla g € R\ {0}

Stosujac podobne rozumowanie jak w sposobie I mozna wykazaé, ze wielomian:

flz) = a(mg g2 11+25‘/5x _ 11+25\/5)

dla a € R\ {0}, ma pierwiastek podwdjny _15\/5, natomiast wielomian

fx) = a(a® — o? 4 =1£53Y5 4 “145VE) Jla g € R\ {0}

ma pierwiastek podwojny _1'2'”/5.
7 wniosku 1 wynika, ze:
(a) wykres wielomianu f(z) = a(z3 — 2% — 11+25‘/5x - 11+25\/‘?’) dla a € R\ {0} jest

—-1-5
2

styczny do osi x w punkcie xyg = i w tym punkcie xg wielomian f(z) ma

ekstremum lokalne;

(b) wykres wielomianu f(r) = a(x® — 2% + _11;5\/5x + _11'2"5‘/5) dlaa e R\ {0}

—1+V5
3

jest styczny do osi x w punkcie zg = i w tym punkcie zg wielomian f(x)
ma ekstremum lokalne.

W 1II sposobie rozwiazania zadania 1.6 zastosowaliémy elementy ogélnej teorii
rozwigzywania réwnan trzeciego stopnia, uzyskujac stosunkowo latwo pozadane
rezultaty. Okazuje sie, ze zastosowanie tej ogdlnej teorii w pozostalych zadaniach
zamieszczonych w tym artykule jest metoda zlozong i skomplikowana, a wiec nie-
przydatna dla uczniéw, tym bardziej, ze w programie szkolnym nie ma ogdlnej
teorii rozwiazywania réwnan trzeciego stopnia.

Wazna umiejetnodcia dydaktyczna jest takie sformulowanie tekstu zadania
i dobranie wspétczynnikéw, przy ktérych mozna, bez niepotrzebnej komplikacji
rachunkéw, uzyskaé pozadany rezultat. Ilustruje to nastepujace zadanie.

ZADANIE 2 (PrLONKA, 2000, zAD. 15, s. 248)
Wyznaczy¢ liczby rzeczywiste a, b, ¢, jedli wiadomo, ze sa to pierwiastki wielomianu:

flx) =2 —az? + bz +c (11)
R.: Ze wzoréw Viete’a mamy:

a+b+c=—(—a),
ab+ bc+ ca = b,

abc = —c.
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Wobec tego
b+c=0,
a(b+c¢) + bc = b,
bc =b.

Rozwazmy dwa przypadki:
1) b=0,
2) b#£0.

ad 1. Jezeli b = 0, to ¢ = 0. Wielomian podany w zadaniu ma postac:

f(z) = 2® — az?.
Poniewaz a jest pierwiastkiem tego wielomianu, czyli a® — ¢® = 0, wiec w tym
przypadku mamy: b = ¢ = 0, natomiast a jest dowolnie ustalona liczbg rzeczywista.
ad 2. Jezeli b # 0, to ¢ = 1. Poniewaz b = —c¢, wigc b = —1. Wobec tego
a-(—=1)-1= -1, czyli a = 1. Zatem a = 1,b = —1,¢ = 1. Wielomian podany
w zadaniu ma postac:
flx)y=2®—2* -z +1.

Zadanie to réwniez mozna zaliczy¢ do zadan typu: zwykle zastosowanie teorii
(Krygowska, 1977c, s. 20-38). Wymaga ono jedynie zastosowania wzoréw Viete’a
dla wielomianu trzeciego stopnia i przeprowadzenia dyskusji rozwiazan otrzyma-
nego ukladu réwnan. Ciekawym wydaje sie pytanie, dlaczego wspotczynnik przy
2% ma postaé —a, gdzie a € R. Poszukujac odpowiedzi na to pytanie, rozwazmy
wielomian:

f(z) =2® + ax® + bz +c.
Odpowiedz na to pytanie otrzymamy w rozwigzaniach zadan: 2.1-2.5.

ZADANIE 2.1
Wyznaczy¢ liczby rzeczywiste a, b, ¢, jesli wiadomo, ze sa to pierwiastki wielomianu:

f(z) =2® + az® + bz + ¢, (12)
przy czym abc = 0.
R.: Wzory Viete’a dla wielomianu f(x) = 2® + az? + bz + ¢

a+b+c=—a,
ab+bc+ca =b, (13)
abc = —c.

Stosujac zalozenie, ze abe = 0 i rozwiazujac uklad réwnan (13) otrzymujemy roz-
wigzania:
a=0, a=1,
b=0, b= -2,
= 0; c=0.
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W pierwszym przypadku wielomian (12) ma postaé f(z) = 23, a w drugim wielo-
mian (12) ma postaé f(z) = 23 + 22 — 2z. Latwo stwierdzi¢, ze a = b = ¢ = 0 jest
pierwiastkiem potréjnym wielomianu f(x) = 23, natomiast a =1, b= —2ic=0
sa pierwiastkami wielomianu f(z) = 2® + 2% — 2u.

7 zalozen w zadaniu 2.1 wynika, Ze co najmniej jeden ze wspdlczynnikéw
a, b, c jest réwny 0. W nastepnym zadaniu rozwazamy przypadek, gdy wszystkie
wspolczynniki a, b, ¢ sa niezerowe.

ZADANIE 2.2
Dany jest wielomian f(z) = 23 + az® + bx + ¢, gdzie a,b,c € R\ {0}. Wykaza¢, ze
liczby a, b, ¢ sa pierwiastkami wielomianu f(z) wtedy i tylko wtedy, gdy:

(a) a=1lub 2a3 + 2a* — 1 =0,

(b) b=—1

a’
(c) c= 1-22%

a

R.: (i) Zakladamy, ze liczby a, b, ¢ sa pierwiastkami wielomianu f(z). Wtedy

2a% +ab+c=0,

a+b+c=—a,
abc = —c.
Otrzymujemy:
2a3 +ab+c =0,
a+b+c=—a,
ab=—1;
c=1-—2a3,
c—= 1720,2’
e
Wobec tego
3 _ 1-2d?
1—2a” = =%,
a wiec
20t —2d> —a+1=0.
Stad

2a*(a* —1) — (a — 1) =0,
2a*(a+1)(a—1) — (a —1) =0,
(a—1)(2a® + 24> — 1) = 0.

Zatem a = 1 lub 2a3 + 2a® — 1 = 0.
Wobec tego spelnione sa warunki (a), (b), (c).

(ii) Odwrotnie, zakladamy, ze spelnione sa warunki (a), (b), (c). Jezeli a = 1,
tob=—1ic=—1.Stad f(z) = 2® + 2% — 2 — 1. Zauwazmy, ze f(a) = f(1) =0
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oraz f(b) = f(=1) =01 f(c) = f(—=1) = 0. Niech a # 1 i 2a® + 2a> — 1 = 0. Stad
(a—1)(2a® +2a® — 1) = 0, czyli

2a* — 24> —a+1=0, (14)
a wiec 1 — 2a® = % Z warunku (c) wynika, ze ¢ = 1 — 2a®. Wobec tego
fla)=a*+a*+ (-L)a+1-2a3=2a3 —1+1-2a% = 0 Nast@pnie mamy:
F0) = F(=3) = (=P +a(— P+ (D)D) = b - =

—lrattara’-2a% _ 20720 —atl — () na mocy (14), czyli f( )=

a
fle) = f(l—saz) _ (1—§a2)3+a(1—5a2>2 _'_‘(_%)1—&2(12 + 1—3(12 _ 1—3(12 [(1—3(12 )2+
gl=2a® 1 +1) = 1-2a? [1—4a22+4a4 + a—2d® 1 +1] = 1-2a® 2a472a227a+1

a a a a a a a

mocy (14)(1, czyli f(e) =0
Wobec tego liczby a, b, ¢ sa pierwiastkami wielomianu f(z).

=0na

ZADANIE 2.3
Wykazaé, ze liczba rzeczywista a spelnia warunek

2034+ 2a>-1=0

wtedy i tylko wtedy, gdy

VBT 323 VBT 1

““Vis "3 V18 36 3
Rozwiazanie tego zadania najlatwiej otrzymac stosujac odpowiedni matema-
tyczny program komputerowy (np. Derive, Mathematica), w ktérym mozna roz-
wigzywaé rownania, w szczegélnoéci réwnania trzeciego stopnia. Pewne teoretyczne
aspekty tego zagadnienia mozna znalezé w pracach: Guncaga, Fulier, Eisenmann
(2009) oraz Guncaga, Majherova (2012).

ZADANIE 2.4
Dany jest wielomian f(z) = 2% + az? + bx + ¢, gdzie a,b,c € R\ {0}. Wykazaé, ze
liczby a, b, ¢ sa pierwiastkami wielomianu f(z) wtedy i tylko wtedy, gdy:

(a) azlluba—\/12038+r+\/108_7_,,

(b) b= -1

a’

_ 1-24°
(c) c= =%,

R.: Rozwiazanie tego zadania wynika bezposrednio z wynikéow uzyskanych
w zadaniach 2.2 1 2.3.
Oczywistym wnioskiem z zadania 2.4 jest nastepujace zadanie.

ZADANIE 2.5
Dany jest wielomian f(z) = 23 + ax? + bx + ¢, gdzie a,b,c € R\ {0}. Wykazaé, ze
liczby a, b, ¢ sa pierwiastkami wielomianu f(z) wtedy i tylko wtedy, gdy:

1 1-2a
f(x) =2+ a2® — -2+ a ,
a a
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: _ _ 3/23 V57 3/ 23 V5T 1
gdmeafllubaf\/mJr T +\/ﬁ7¥,§_

Na koniec warto zauwazy¢, jak zaskakujace rezultaty daje zamiana wspdlczyn-
nika —a na wspétczynnik a przy z? w wielomianie (11).

Kolejny przyktad jest w typologii Z. Krygowskiej zadaniem metodologicznym
(1977¢c, s. 18-20). Wymaga ono dowodu twierdzenia dotyczacego poréwnywania
wlasnoéci dwéch prostopadtoscianéw.

Tresé¢ zadania 3 i jego rozwiazanie (pierwszym sposobem) oraz tresé zadania
4 pochodza z tekstu Jedrzeja Garnka pt. Wzory Viete’a, ktory byl zamieszczony
w Internecie.

ZADANIE 3
Udowodnié, ze jezeli dwa prostopadlosciany majg réwne sumy dlugosci krawedzi,
pola powierzchni oraz objetosci, to sa one przystajace.

R.: Oznaczmy dlugosci krawedzi jednego prostopadloscianu przez a, b, ¢, dru-
giego za$ przez k, [, m. Zgodnie z trescia zadania mamy:

a+b+c=k+14+m,
ab+ bc + ca = kl + Im + mk, (15)
abc = klm.

Oznaczmy: o = a+ b+ ¢, f = ab+ bc + ca, v = abc. Rozwazmy wielomiany:
wi () = (z = a)(z - b)(z - ¢),

wa(z) = (x — k)(xz = 1)(x —m)

o pierwiastkach odpowiednio a,b,c oraz k,l,m. Korzystajac ze wzoréow Viete’a
stwierdzamy, ze wy (z) = we(z) = 2% —az?+ B —7, czyli wielomiany wq (z) i wa(z)
sa réwne, a wiec maja réwne zbiory pierwiastkéw, tzn. {a,b,c} = {k,l,m}. Wo-
bec tego rozwazane prostopadlodciany sa przystajace. Zauwazmy, ze liczby a,b, ¢
(analogicznie k,l,m) nie musza by¢ rézne, ale taki sposéb zapisu zbioréw réwniez
jest stosowany w matematyce (zob. Ross, Wright, 1996, s. 16).

S. Turnau (1990, s. 48-49) zauwazyl, ze:

Kazde twierdzenie matematyczne jest odpowiedzig na rézne pytania i rozwig-
zaniem réznych zadan. [...] Dowdd twierdzenia jest odpowiedzig na pytanie
Dlaczego?, lub Skad wiadomo, ze tak jest?, lub jeszcze Jak mozna to wypro-
wadzié z dotychczasowych wiadomosci?

Przy analizie powyzszego zadania i jego rozwigzania warto postawi¢ nastepu-
Jjace pytania:

1) Czy w zamieszczonym rozwiazaniu zadania niezbedne jest zastosowanie wzo-
row Viete’a?

2) Jak zmodyfikowaé rozwiazanie tego zadania, aby w sposéb istotny wykorzy-
sta¢ wzory Viete’a?
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ad 1. Zastosowanie wzoréw Viete’a w tym rozwiazaniu nie jest konieczne. Wystar-
czy wielomiany wq(x) i wa(z) zapisa¢ w klasycznej postaci algebraicznej i wykorzy-
staé réwnosci (15). Natomiast wzory Viéte’a w tym sposobie rozwiazania zadania
moga byé¢ wskazéwka, ze warto rozwazy¢ wielomiany postaci wy () i wa(z).

ad 2. Rozwiazemy zadanie z zastosowaniem wzoréw Viete’a.

Przyjmijmy oznaczenia:

a+b+c=—a,
ab+ bc+ ca = by,
abc = —cy;

k+1l+m= —aq,
kl +Im 4+ mk = by,
klm = —cs.

7 twierdzenia 2 wynika, ze liczby a, b, ¢ sg pierwiastkami wielomianu
wy(r) = 2% + a12? + bz + ¢4,

a liczby k, I, m sa pierwiastkami wielomianu
wo(x) = 2° + agx® + box + co.

Ze wzoréw (15) wynika, ze a1 = ag, by = by, ¢1 = ¢, czyli wyi(x) = wa(x). Wobec
tego {a,b,c} = {k,l,m}. Zatem rozwazane prostopadlodciany sa przystajace.

Whikliwa dyskusja nad réznymi sposobami rozwiazania tego zadania wplynie
na glebsze zrozumienie przez uczniéw twierdzenia o wzorach Viete’a. Z réwnosci
sum dtugosci krawedzi, pél powierzchni catkowitych i objetosci wynika przystawa-
nie prostopadtoscianéw. Latwo zauwazy¢, ze twierdzenie odwrotne do twierdzenia
w zadaniu 3 jest réwniez prawdziwe. Zatem te trzy réwnosci mozna uznaé za ceche
przystawania tych bryt. Natomiast zadna z pojedynczych rownoéci, ani zadne dwie
rownosci na ogdl nie implikuja przystawania prostopadtoscianéw. Dla przykladu,
jezelia=2,b=4,c=6oraz k =8, = 2, m = 3, to objetosci obu prostopadlo-
$ciandw sa réwne, a sumy dtugosci krawedzi i pola powierzchni catkowitych nie sa
rowne, a wiec bryly nie sa przystajace.

Nastepnie podamy przyklad dwoch prostopadtoscianéw, ktore maja réwne su-
my dlugosci krawedzi oraz réwne objetosci, natomiast pola powierzchni catkowi-
tych maja rézne. Rozwazmy prostopadlosécian o nastepujacych dlugosciach krawe-
dzi: a = 1,b = 5,c = 8. Wobec tego

a+b+c=14,
2(ab + be + ca) = 106,
abc = 40.

Niech k, [, m oznaczaja dtugosci krawedzi drugiego prostopadloscianu. Przyjmijmy,
ze m = 2. Zatem

kE+1=12,

kl = 20.
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Rozwiazujac ten uktad réwnan otrzymujemy:

k=2, k=10,
{zzw Mb{zzz

Zatem przyjmijmy, ze: k = 2,1 = 10, m = 2. Mamy:

k+1+m =14,
kim = 40.

Natomiast 2(kl + Im + mk) = 88, czyli rozwazane prostopadlodciany maja rézne
calkowite pola powierzchni. Mozna uczniom zaproponowaé¢ podanie przykladdow
dla pozostalych przypadkéw dotyczacych rozwazanych wyzej zaleznosci miedzy
dwoma prostopadlo$cianami.

Jednym z elementéw matematycznej aktywnosci jest dostrzeganie i wykorzy-
stywanie analogii (Krygowska, 1986). Okazja do wykazania sie ta umiejetnoscia
moze by¢ nastepujace zadanie.

ZADANIE 4
Udowodnié¢, ze jezeli dwa prostokaty maja réwne obwody i pola, to sa one przy-
stajace.

Innym elementem matematycznej aktywnosci jest uogélnianie. W literaturze
matematycznej mozna znalezé nastepujace okreslenie tego pojecia.

Przez uogdlnianie wyniku lub metody rozumie sie sytuacje, w ktorej z zadania
danego tworzymy nowe ogdlniejsze zadanie, tzn. takie, ktorego rozwigzanie
sprowadza sie do skorzystania z wyniku bgdZ metody zadania wyjsciowego,
dzieki zavwazeniu w zadaniu nowym (lub jego fragmencie) zadania wyjscio-

wego (Zareba, 2012, s. 31).

Wynika stad, ze jezeli opracuje sie z uczniami najpierw zadanie 4, to wtedy zadanie
3 jest jego uogdlnieniem.

Rezultaty zawarte w zadaniach 5, 6 i 6.1 zostana wykorzystane w zadaniu 7,
w ktérego rozwiazaniu korzysta sie w sposéb istotny ze wzorow Viete’a.

ZADANIE 5
Niech a,b € R\ {0}. Wykazaé, ze:
(i) Jezelia >0ib>0luba<0ib<0,

a b
242509
b+a_
Ponadto,
LR SR
b a
(if) Jezelia >0ib<0luba<0ib>0,
a b
442« 9
b+a_
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R.: ad (i). Zakladamy, ze a >01b>01lub a <01 b < 0. Mamy:
(@a=b2>0=0a’>2ab+0*>0=>a’+b>>2ab= CH" >2—= 01 b >
Jezeli a = b, to %Jrg = 2+ 2 = 2. Odwrotnie, jezeli %Jrg =2, to QQ(;’F =
2=a’+b =2ab=0a?>-2ab+ V> =0= (a—b)?=0=a-b=0=a=h.

ad (ii). Zakladamy, ze ¢ > 01 b < 01lub a < 01ib > 0. Mamy:

(a+5)% > 0= a? +2ab+b? > 0= a? +5? > —2ab—> CH < 92 b <
—2.

ZADANIE 6 (GDOWSKI, PLUCINSKI, 1999, zAD. 217, s. 27)
Wykazaé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich 1, zo, 3 spelniona jest
nastepujaca nieréwnosé:

(21 +x2+x3)(i+i+i) >9. (16)

X T2 xr3
R.: Korzystajac z nier6wnosci ¢ + 3 > 2 dla dowolnych dodatnich liczb rze-
czywistych a,b (zob. zadanie 5(i)) otrzymujemy:
(w1+aotas) (-4 o +45) = Dtgatio y Dtbadsn y iiboddn _ Satle g oitda g

) xr3
Ipotbee 4] = 24 80 4 814 80 1 81 82 4.8 = (T4 22) 4 (T4 23) (52 4+22)43 > 9.

Jest to kolejny przyklad zadania metodologicznego (Krygowska, 1977c¢, s. 18—
20). Warto zachecaé uczniéw do analizy istotnosci zalozen twierdzenia, gdyz takie
postepowanie jest elementarna aktywnoscig stosowang podczas prowadzenia badan
naukowych w matematyce. W przypadku powyzszego zadania powstaje natural-
ne pytanie: Czy nieréwnosé (16) jest prawdziwa dla dowolnych niezerowych liczb
rzeczywistych xq, xo, x37

Rozwiazanie zagadnienia prawdziwosci nieréwnosci (16) dla dowolnych nieze-
rowych liczb rzeczywistych x1, xo, x3 zostanie przedstawione w ponizszych zada-
niach 6.1 1 6.2.

W rozwiazaniu nastepnego zadania wykorzystuje sie wyniki uzyskane w zada-
niu 5.

ZADANIE 6.1
Wykazaé, ze jezeli x1,xs,x3 sa trzema dodatnimi lub trzema ujemnymi liczbami
rzeczywistymi, to

1 1 1
— 4 =4+ )>0.
(21 +$2+I3)($1+x2+x3)_9 (17)
Ponadto,
1 1 1
(x1+$2+f£3)(7+7+f):9<:>.TE1:$2:£L'3. (18)

T T2 X3

R.: Stosujac wyniki uzyskane w zadaniu 5(i), dow6éd nieréwnosci (17) jest
analogiczny do dowodu nieréwnosci (16) w zadaniu 6.

Uzasadnimy warunek (18). Przyjmijmy, ze 1 = o = x3 = xo9. Wtedy (z1 +
$2+$3)(i+%+%):3$0-%=9.

Odwrotnie, niech (1 + 2o + z3)(+ + é + L) = 9. Korzystajac ze sposobu

x3

xT
rozwiazania zadania 6 otrzymujemy: Z% +2)+ (2 +8)+ (B +2) =6
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Z rezultatéw uzyskanych w zadaniu 5(i) wynika, ze

Z1 Zs3 Z2 Zs3
— 4+ = = ,74_7:2’7_’_7:27
i) X1 I3 X1 I3 i)

a stad x1 = x2 = x3.

W zadaniach 6.2 i 7.1 ponownie wskazujemy uczniom na wazne zagadnienie
badania istotnosci zalozen twierdzenia.

ZADANIE 6.2
Wykazaé na przykladach, ze istnieja liczby rzeczywiste x1, 2, 3 0 réznych znakach
takie, ze nieréwnosé (17) jest spelniona oraz istnieja liczby rzeczywiste 1, xa, 3
o réznych znakach takie, ze nieréwnosé (17) nie jest spelniona.
R.: Przyklady:
].) T = 20, To = ]., I3 = —].0,
(x1+)x2+x3)(;1+;2+;3):11-(210+1—5):@?:10,45>9;
2 331:1,332:1,.133:—1,
(T1+zat+as)(-+ 5 +4)=1-1=1<9;
3) T = —20 To = —]. xd = 10,
(w1 4@+ o)+ o5+ ) =(=11) - (=55 — 1+ ) = 5 = 10,45 > 9;
4)1‘1——1 1‘2 —1 l‘3—1,
(x1+x2+x3)( +*+i):(*1)(*1):1<9

3
ZADANIE 7

Niech f(x) = azz® + as2? + ayx + ag, gdzie az # 0, bedzie wielomianem o wsp6l-
czynnikach rzeczywistych. Wykazaé, ze:

(i) Jezeli wielomian f(x) ma trzy dodatnie pierwiastki rzeczywiste, to

aiaz < 90,00,3. (19)
(ii) Jezeli wielomian f(x) ma trzy ujemne pierwiastki rzeczywiste, to
ajaz > 9apas. (20)

(iii) Jezeli wielomian f(z) ma trzy dodatnie lub trzy ujemne pierwiastki rzeczy-
wiste x1, x2, x3, to
ai1as = 9apaz < x1 = 9 = T3. (21)

d (i). Niech z1,x9, x3 beda dodatnimi pierwiastkami rzeczywistymi wie-
lomlanu f (2). Z rezultatéw otrzymanych w zadaniu 6.1 wynika, ze

1 1 1
(1 + 29 + x3) - ( +7+7)>9.

T2 3

Stad
T1ZTo + Tox3 + T371
12273

> 9.

(1‘1 “+ Z2 +$3) .
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Korzystajac ze wzoréow Viete’a mamy:

a
Ty + a2+ a3 = -2,
a
122 + Tox3 + X311 = T, (22)
T1T2T3 = —40,

as

Zauwazmy ponadto, ze ag # 0. Wobec tego

a1a2

aopas
araz < 9apas,

gdyz z trzeciej réwnosci ukladu (22) wynika, ze Z—g < 0, czyli agaz < 0.
ad (ii). Rozwiazanie analogiczne do przypadku (i).
ad (iii). W rozwigzaniu wystarczy wykorzysta¢ warunek (18).

ZADANIE 7.1
Niech

f(z) = azx® + agz® + a1z + ao, (23)

gdzie ag # 0, bedzie wielomianem o wspélczynnikach rzeczywistych. Wykazaé,
ze istnieja wielomiany postaci (23) majace trzy pierwiastki rzeczywiste o réznych
znakach, dla ktérych nieréwnosé (19) (nieréwnosé (20)) jest spelniona oraz istnieja
wielomiany postaci (23) majace trzy pierwiastki rzeczywiste o réznych znakach,
dla ktérych nieréwnosé (19) (nieréwnoséé (20)) nie jest spelniona.

R.: Przyktady:

1)1}1:171‘2:1,1‘3:—1,
fl@)=(@-1D%z+1) =23 —22 -2 +1,
0,3:1,(12:71,&1:71,&0:17

araz = 1, 9agasz =9,
aras < 9apas;

2) T = 20, T = 1, T3 = —10,
f(x) = (z — 20)(z — 1)(z + 10) = 2® — 1122 — 190z + 200,
as = 1, as = 711, ayp = 7190, ag = 200,
ayag = (—190)(—11) = 2090, 9apas = 9 - 200 = 1800,
aias > 9apas;

3) T, = —20, Ty = —1, T3 = 107
f(x) = (x +20)(z + 1)(z — 10) = 2® + 1122 — 190z — 200,
az =1, as =11, a3 = —190, ag = —200,
ayag = (—190) - 11 = —2090, 9apas = 9 - (—200) = —1800,
araz < 9agas;

4) T = —17 Ty = —1, I3 = 1,
f@)=(+12%*@x-1)=a+2% -2 -1,
agzl,agzl,alz—l,aoz—l,
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ajas = —1, 9apgas = -9,
araz > 9agas.

W trzeciej czesci tej pracy podaliémy siedem zadan olimpijskich lub konkur-
sowych i sformutowaliémy dla kazdego z nich pewna liczbe pytan, probleméw lub
zadan otwartych. Uwazamy, ze nauczyciel prowadzacy zajecia z tego zakresu moze
zorganizowa¢ taka sytuacje dydaktyczna, aby uczniowie (studenci) samodzielnie
podejmowali préby formulowania i rozwiazywania problemoéw i zadan otwartych
na bazie tych podstawowych zadan przedstawionych w artykule. Warto tutaj zacy-
towaé stowa A. Pardaly (2009): Uczen, otrzymujgc zadanie otwarte, ma wrazenie
robienia rzeczy nowych oraz bardzo emocjonalnie podchodzi do osiggnietych tu wy-
nikow stwierdzajgc jedynie: ,rozwigzalem”, znalazlem”. Jezeli rzeczywiscie uczen
w ten sposob potrafi przezywaé satysfakcje z osiaganych wynikéw, oznacza to do-
bra prognoze dotyczaca podejmowania przez niego dalszej dziatalnoSci twoérczej
w matematyce.
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