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Przeksztatcenia wykreséw funkcji

Abstract. This article is concerned with some topics of the transformations
of the graphs of functions. It is designated to serve as a text for the
students of mathematics (prospective teachers) and the teachers of ma-
thematics.

In this paper we give the answer to the following problem:

Given the graph of the function f:R 2 Dy — R. Construct the
graph of the function F: R O Dp — R defined by the rule F(z) =
cf(ax +b) +d, where a,c € R\ {0}, b,d € R are constant numbers and
Dr={x€R: ar+be€ Dy}.

Some connections between the oddness, the evenness, and the perio-
dicity of the functions f and F are considered. The arrangement of the
theoretical topics is a didactic suggestion for school teaching concerning
the transformations of the graphs of functions.

1. Grupa przeksztatcen

Artykul stanowi propozycje opracowania zagadnien teoretycznych zwiaza-
nych z przeksztatceniami wykreséw funkcji. Skierowany jest przede wszystkim
do studentéw matematyki (przysztych nauczycieli) i nauczycieli matematyki.
Przeksztalcenia wykresow funkcji sa rozwazane w szkole Sredniej, a takze na
poczatku nauczania analizy matematycznej na studiach. Podstawy teoretycz-
ne zagadnien z matematyki wystepujacych w programie szkolnym sa Zrédlem
ciekawych probleméw, ktore moze zaproponowaé¢ uczniom w trakcie nauczania
matematyki.

Prezentowany artykul nie jest konspektem do tematu dotyczacego prze-
ksztalcania wykreséw funkcji, ale elementarne opracowanie teorii tego zagad-
nienia i uktad zawartych w nim tresci wyraznie sugeruja rozwiazania dydak-
tyczne, ktére nauczyciel moze wykorzysta¢ na zajeciach z uczniami.

DEFINICIA 1.1
Dana jest plaszczyzna E. Kazda funkcje p: E — FE nazywamy przeksztalce-
niem plaszczyzny E.
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DEFINICIA 1.2

Niech G bedzie pewnym niepustym zbiorem przeksztalcen wzajemnie jedno-
znacznych plaszczyzny E na plaszczyzne E. Symbolem o oznaczamy skladanie
(superpozycje) przeksztalceni. Pare (G, o) nazywamy grupg przeksztalcen plasz-
czyzny E| gdy spelnione sg nastepujace warunki:

(a) jezelip € GiY € G, to o) €G;
b) jezeli ¢ € G, to przeksztalcenie odwrotne =1 € G.
2

Jezeli skladanie o przeksztalcen w grupie (G, o) jest przemienne, to grupe
(G, 0) nazywamy przemienng grupq przeksztalcen.

W zapisie (G,0) grupy przeksztalcenn bedziemy na ogél pomijaé symbol
o skladania przeksztalcen. Niech Ip oznacza przeksztalcenie tozsamosciowe
plaszczyzny E, czyli Ig(X) = X dla kazdego punktu X € E. Jezeli G jest
grupa przeksztalcen plaszczyzny F, to istnieje przeksztalcenie ¢ € G, a wiec
¢~ € G na mocy warunku (b) definicji 1.2. Z warunku (a) definicji 1.2 wynika,
ze Ip =popteg.

Na plaszczyznie E ustalamy prostokatny uktad wspolrzednych Oxy. Wéow-
czas kazdy punkt X plaszczyzny F jest jednoznacznie wyznaczony przez wspol-
rzedne (z,y) punktu X w prostokatnym ukladzie Oxy. Wobec tego w rozwaza-
niach matematycznych czesto utozsamiamy punkt X i jego wspéirzedne (z,y),
piszac X = (z,y).

Symbolem R bedziemy oznaczaé zbidr liczb rzeczywistych. Niech X = (z,y)
i X' = (2/,y') beda punktami plaszczyzny E. Zakladamy, ze dane sa funkcje
fiiRXR — R i far RXxR — R. Okreslamy przeksztalcenie p: £ — FE
nastepujaco:

P(X) = X" = [2' = fi(z,y) ANy = folz,y)].

W tym przypadku méwimy, ze przeksztalcenie ¢ plaszczyzny E jest okreslone
za pomocg ukladu réwnarn:

{II = fl(xvy)a
y = fa(z,y).

2. Przeksztatcenia afiniczne ptaszczyzny

DEFINICIA 2.1
Przeksztalceniem afinicznym plaszczyzny E nazywamy przeksztalcenie okreslo-
ne uktadem réwnan:

{x’a1x+b1y+61, (1)
Y = agx + bay + o

dla a1, a9,b1,bs,c1,c0 € R, przy czym aiby — asby # 0.
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TWIERDZENIE 2.2
Zbior A wszystkich przeksztalcen afinicznych plaszezyzny E, ze skladaniem
przeksztalcen, stanowi grupe przeksztalcen plaszczyzny E.

Dowdd tego twierdzenia mozna znalezé np. w ksiazce (7).

3. Translacja ptaszczyzny

DEFINICIA 3.1
Na plaszczyznie E dany jest wektor swobodny w’. Translacjg (lub przesu-
nieciem réwnoleglym) plaszczyzny FE o wektor W™ nazywamy przeksztalcenie
Ty: E — E, w ktérym obrazem punktu X jest punkt X’ taki, ze XX' = w’,
czyli
R —
To(X) =X — XX =w.

Niech w prostokatnym ukladzie Ozy na plaszczyZnie E wektor W’ ma
wspélrzedne a i b, punkt X plaszczyzny E — wspolrzedne x i y, a obraz
X' w translacji o wektor w~ punktu X — wspdlrzedne x’ i 3y'. Wobec tego

[RE—
w = [a,b], X = (z,y), X' = (@',y), XX = [2' — 2,y — y]. Poniewaz
———
XX =w,wieca' —x=aiy —y=> Zatem
' =x+a,
Tw : 2
° {y’=y+b- @

Wrzory (2) okredlaja translacje Tw» plaszczyzny E o wektor w” = [a, b].

Jezeli W jest wektorem zerowym, czyli W’ = 0 = [0,0], to Ty = IE.

Niech na plaszczyZnie E dane beda dwa wektory w” = [a,b] i W = [c,d].
Rozwazmy translacje T 1 T okreslone wzorami:

¥=z+a =3 +c
TW : ’ ’ TT : " ’ ’
Yy =y+b, y' =y +d
Ztozenie T o Ty translacji Tw» i T4 okreSlone jest wzorami:

2" =z + (a+c),

TWOTwi
{y”=y+(b+d)~

Wobec tego
TT’ o TW = TW_A'_T’.
Zauwazmy, ze sktadanie translacji jest przemienne, gdyz
Ty oTw =Twiw =Totw =Tw o Tw.

Przeksztalceniem odwrotnym T%} do translacji Tz danej wzorami (2) jest
translacja okreslona wzorami:
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-1, r=1 —a,
T ly=y -0
Wobec tego
-1
T =T 4.

Symbolem 7 oznaczamy zbiér wszystkich translacji ptaszczyzny E.
Na mocy powyzszych rozwazan otrzymujemy nastepujace

TWIERDZENIE 3.2
Zbior T wszystkich translacji plaszczyzny E, ze skladaniem przeksztalcen, jest
przemienng grupg przeksztalcen plaszczyzny E.

Poniewaz kazda translacja jest przeksztalceniem afinicznym ptaszczyzny E,
wiec grupa 7 jest podgrupg grupy A wszystkich przeksztalcen afinicznych ptasz-
czyzny F.

L. Powinowactwo prostokgtne

DEFINICIA 4.1
Powinowactwem prostokgtnym o osi a i stosunku s # 0 nazywamy przeksztalce-
nie P;: E — E plaszczyzny E w plaszczyzne E, w ktérym kazdemu punktowi
X przyporzadkowany jest punkt X' taki, ze

— [N

XX =s5-X°X', (3)
gdzie X* oznacza rzut prostokatny punktu X na prosta a. Prosta a nazywamy
0siq powinowactwa P; .

1. Powinowactwo prostokatne o osi Ox. Na plaszczyznie E ustalamy
prostokatny uktad wspétrzednych Oxy. Rozwazmy powinowactwo prostokatne
P§, o osi Oz i stosunku s. Niech X = (z,y) i X’ = (2/,y). Wéwczas X9 =
(x,0). Rownosé (3) mozna zapisa¢ w postaci:

[ —z,y']=5-]0,y].
Wobec tego wzory

=z
PS ’ 4
Ox {y’sy ( )

okreslaja powinowactwo P@, o osi Oz i stosunku s. Latwo zauwazy¢, ze powi-
nowactwo Pp . jest przeksztalceniem afinicznym plaszczyzny E.

Jezeli s = 1, to powinowactwo P} jest przeksztalceniem tozsamosciowym
plaszczyzny E. Jezeli s = —1, to powinowactwo szl jest symetrig ostowg o osi
Oz na plaszczyznie E. Jezeli s # 1, to P3,(X) = X wtedy i tylko wtedy, gdy
y =0, czyli gdy punkt X nalezy do osi Oz. Zatem o$ Oz jest zbiorem punktow
statych kazdego powinowactwa P, o osi Ox i stosunku s.
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Przeksztalcenie odwrotne (P5,)~! do powinowactwa (4) okreslaja wzory:

o {

r=1q,
_ 1,
Yy=39.

(5)

1
Wobec tego (Pg,)~! = Pg,,., czyli przeksztalceniem odwrotnym do powino-

1
wactwa Pj,, 0 osi Oz i stosunku s jest powinowactwo P, o osi Oz i stosunku
1

g .
Rozwazmy powinowactwo prostokatne Pf,, o osi Oz i stosunku ¢ okreslone
za POIMocy wzorow:

7 /

' =1,
LR ©)

Zlozenie dwoch powinowactw prostokatnych P§, i Pf, jest powinowactwem
prostokatnym okreslonym za pomoca wzordw:

=z,

y" = (st)y.

Pbyo P | @
Wobec tego P}, o P§, = P& . Latwo zauwazy¢, ze skladanie powinowactw
o osi Ox jest przemienne.

Niech Pp, oznacza zbior wszystkich powinowactw o osi Ox na plaszczyznie
E.

Na mocy powyzszych rezultatéw otrzymaliSmy nastepujace

TWIERDZENIE 4.2
Zbior Po, wszystkich powinowactw o osi Ox na plaszczyinie E, ze skladaniem
przeksztalcen, jest przemienng grupg przeksztalcen plaszczyzny E.

Poniewaz kazde powinowactwo o osi Ox na plaszczyznie E jest przeksztalce-
niem afinicznym plaszczyzny E, wige grupa Po, jest podgrupg grupy A wszyst-
kich przeksztatcen afinicznych ptaszczyzny E.

2. Powinowactwo prostokatne o osi Oy. Na plaszczyZznie E ustalamy
prostokatny uktad wspélrzednych Ozxy. Rozwazmy powinowactwo prostokatne
P§, o osi Oy i stosunku s. Niech X = (z,y) i X' = (2/,y'). Wéwezas X0y =
(0,y). Réwnosé (3) mozna zapisaé¢ w postaci:

[,y —yl = s [,0].
Wobec tego wzory
, ' = sz,

okredlaja powinowactwo Pg,, o osi Oy i stosunku s. Latwo zauwazy¢, ze powi-
nowactwo Fp, jest przeksztalceniem afinicznym plaszczyzny E.



18 Antoni Chronowski

Niech P, oznacza zbiér wszystkich powinowactw o osi Oy na plaszczyznie
E.

Wtlasnosci powinowactw prostokatnych o osi Oy sa analogiczne do wlasnosci
powinowactw prostokatnych o osi Ox.

Wynika z nich nastepujace

TWIERDZENIE 4.3
Zbior Poy wszystkich powinowactw o osi Oy na plaszczyinie E, ze skladaniem
przeksztalcen, jest przemienng grupg przeksztalcen plaszczyzny E.

Poniewaz kazde powinowactwo o osi Oy na plaszczyznie E jest przeksztalce-
niem afinicznym plaszczyzny E, wiec grupa Poy jest podgrupg grupy A wszyst-
kich przeksztatcen afinicznych ptaszczyzny E.

5. Wuykresy funkcji

Jezeli f jest funkcjg o dziedzinie Dy C R i wartoéciach bedacych liczbami
rzeczywistymi, to bedziemy symbolicznie zapisywac:

fiRDD; — R.

Jezeli Dy = R, to zapisujemy f: R — R. Bedziemy rozwazac jedynie funkcje
o niepustej dziedzinie.

DEFINICIA 5.1

Dana jest funkcja f:R O Dy — R. Wykresem funkcji f, na plaszczyznie
FE z prostokatnym ukladem wspélrzednych Ozy, nazywamy zbiér wszystkich
punktéw plaszezyzny E postaci X = (z, f(x)) dla kazdej liczby = € Dy.

Przyjmujemy umowe, ze argumenty funkcji f: R 2 Dy — R sa na osi
odcietych Oz, a wartoéci funkcji f sa na osi rzednych Oy.

W matematyce szkolnej i wyzszej spotykamy sie z nastepujacym zagadnie-
niem: Stosujac odpowiednie przeksztalcenia geometryczne plaszczyzny skon-
struowa¢ wykres funkcji F, majac dany wykres funkcji f.

Na przyklad, majac wykres funkcji f(z) = sin  naszkicowaé wykres funkcji
F(r)=2sin(3z + 5)+1dlazeR.

Mozna sformulowaé teze, ze we wspolczesnym nauczaniu zagadnienia kon-
struowania wykreséw funkcji stracity na znaczeniu, gdyz istnieje wiele progra-
méw komputerowych pozwalajacych sporzadzaé¢ wykresy nie tylko elementar-
nych funkeji, ale réwniez funkcji okreslonych skomplikowanymi wzorami. Pro-
gramy komputerowe i kalkulatory graficzne sa waznymi narzedziami w naucza-
niu o funkcjach i ich wykresach, ale nie moga zastapi¢ proceséw myslowych,
ktére sa charakterystyczne dla rozumowan matematycznych. Uczniowie, a takze
studenci matematyki musza umieé¢ powiazaé¢ wlasnosci funkcji z wlasnosciami
wykreséw tych funkcji. Zagadnienia tego typu najczesciej sa rozwazane w na-
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uczaniu analizy matematycznej, ale wystepuja rowniez w innych dziedzinach
matematyki.

Oto przyktad z algebry. Rozwazmy zbiory Cq 1y i Cg 3y wszystkich cigglych
funkcji rzeczywistych okreslonych odpowiednio na przedziatach domknietych
(0,1) i (0, 3). Zbiory Cg 1y i Cyp,3y ze zwyktym dziataniem dodawania + funkcji
sa grupami. Mozna wykazaé, ze grupy (C(o 1y, +) i (Co,3),+) sa izomorficzne
(zob. ?).

Izomorfizm ¢: Cg 1y — Cyg,3y jest okreslony nastepujaco:

X

(el =1 (5)

dla dowolnej funkeji f € Cyo,1y i dowolnego x € (0, 3).

Pomyst takiego okreslenia izomorfizmu ¢ wynika z faktu, ze wykres funkcji
©[f] € Cyo,3) powstaje z wykresu funkeji f € Cyo,1y przez przeksztalcenie geo-
metryczne (powinowactwo prostokatne o osi Oy i skali 3) polegajace na takim
yS2rownomiernym rozciagnieciu” wykresu funkcji ciaglej f okreslonej na prze-
dziale (0, 1), aby otrzymaé¢ wykres funkcji ciaglej ¢[f] okre$lonej na przedziale
(0, 3).

Najczesciej spotykane zagadnienie dotyczace przeksztalcania wykresow
funkcji mozna sformutowaé nastepujaco:

PROBLEM 5.2

Dany jest wykres funkcji f: R O Dy — R, sporzadzi¢ wykres funkcji F:'R 2
Dp — R okreslonej wzorem F(x) = cf(ax + b) + d, gdzie a,c € R\ {0} oraz
b,d € R sa ustalonymi liczbami oraz Dp = {x € R: ax+ b€ Dy}.

W dalszej czesci pracy zajmiemy sie przede wszystkim tym problemem i je-
go szczegdlnymi przypadkami. Symbole f i F' beda zawsze oznacza¢ funkcje
okreslone w powyzszym problemie.

6. Wuykres funkcji F'

Dana jest funkcja f, rozwazmy dwie funkcje g: R — R oraz : R — R
okreslone wzorami g(z) = ax + b i h(z) = cx + d, gdzie a # 01 ¢ # 0. Wtedy
F=ho fog,awiec

F(z) =cf(ax +b) +d,
gdzie Dp ={x € R: ax+ b€ Dy}.

Przyjmijmy, ze ax+b = z,stad x = ézfg. Poniewaz f(ax+b) = %F(a:)f%,

wiec f(z) = %F(%z - 3) - f. Zmieniajac zmienng z na  otrzymujemy
1 1 b d
f(f):EF(aﬂﬁ—a) T

; — o1 b
gdzie Dy = {r € R: Sx— 2 € Dr}.

a
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Na mocy powyzszych rozwazan mamy:

r€Dp < ar+be€ Dy,
1 b
r€Dy <= -x——-¢€Dp
a a
dlaz e R.

TWIERDZENIE 6.1

Punkt X' = (2',y') nalezy do wykresu funkcji F wtedy i tylko wtedy, gdy ist-
nieje punkt X = (x,y) nalezacy do wykresu funkcji f taki, ze spelniony jest
nastepujocy warunek:

{x’=é<az—b>,

9
Yy =cy+d. ©)

Dowdd. Zakladamy, ze punkt X’ = (z/,y’) nalezy do wykresu funkcji F'.
Wowczas

y' =F(@),
czyli
y' = cf(ax’ +b) +d. (10)
Wykazemy, ze punkt X = (z,y) o wspélrzednych z i y okredlonych réwnosciami
x =ax’ + b,
(11)
{ y=¢y —d

nalezy do wykresu funkcji f. Istotnie, z réwnosci (10) wynika, ze 2(y —d) =

flaz’ +b), a wiec y = f(x) na mocy réwnosci (11), czyli punkt X = (x
nalezy do wykresu funkcji f. Dokonujac prostych przeksztalcen réwnosci (
otrzymujemy (9).

Odwrotnie, zakladamy, ze istnieje punkt X = (x,y) nalezacy do wykresu
funkcji f i spelniajacy réwnosci (9). Stad wynika, ze y = f(z). Zauwazmy, ze
punkt X’ = (2’,y’) nalezy do wykresu funkcji F'. Istotnie,

F) =ef (a(o=0)40)) +d=cf@) +d=cy+d =y,

Korzystajac z definicji 2.1 latwo sprawdzié, ze wzory (9) okreslaja prze-
ksztalcenie afiniczne plaszczyzny E. Przeksztalcenie afiniczne odwrotne do
przeksztalcenia (9) jest okreslone wzorami (11).

Wobec tego na mocy twierdzenia 6.1 otrzymujemy nastepujacy

WNIOSEK 6.2

Wuykres funkcji F' jest obrazem wykresu funkcji f w przeksztalceniu afinicznym
(9), natomiast wykres funkcji f jest obrazem wykresu funkcji F' w przeksztalce-
niu afinicznym odwrotnym do przeksztalcenia (9).
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Przeprowadzimy analize wzordw (9) okreslajacych przeksztalcenie afiniczne,
w ktorym obrazem wykresu funkcji f jest wykres funkcji F'.
Wzory (9) zapisujemy w postaci:

=Ly -2
{ a a’ (12)
Najpierw rozwazymy cztery szczegdlne przypadki przeksztalcenia afiniczne-

go (12).

(W1) Funkcja postaci F(x) = f(z + b). Poniewaz a = ¢ = 11id = 0, wigc
wzory (12) maja postaé:
{ ' =x -0,
¥ =y

W tym przypadku wykres funkcji F' jest obrazem wykresu funkcji f
w translacji T, o]-
(W2) Funkcja postaci F(x) = f(z) + d. Poniewaz a = ¢ = 11 b = 0, wigc
wzory (12) maja postaé:
{ ' =u,
y =y+d.

W tym przypadku wykres funkcji F' jest obrazem wykresu funkcji f
w translacji Tjg,q)-

(W3) Funkcja postaci F'(z) = f(ax). Poniewaz ¢ =11 b= d = 0, wiec wzory
(12) maja postaé:
{:c’ = é:c,
¥ =y.

W tym przypadku wykres funkcji F' jest obrazem wykresu funkcji f
1

w powinowactwie prostokatnym Pozy .

(W4) Funkcja postaci F'(z) = ¢f(x). Poniewaz a = 11 b =d = 0, wiec wzory
(12) maja postaé:
=z,
Yy = cy.

W tym przypadku wykres funkcji F' jest obrazem wykresu funkcji f
w powinowactwie prostokatnym P, .

Role i znaczenie przeksztalcen okreslonych warunkami (W1)-(W4) wyjasnia
nastepujace twierdzenie:
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TWIERDZENIE 6.3
Punkt X' = (2',y) nalezy do wykresu funkcji F wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
punkt X = (x,y) nalezgcy do wykresu funkeji f taki, ze

1
(',y") = (Tio,q1 © PS5, © Ps, o Ti—p0) (@, y). (13)
Dowdd. Zauwazmy, ze
(Tho,a) © P65z © PS5, 0 Tib.0) (@, y) = (Tjo,a) © P5s © PS5, ) (x — b y)

~ (T P6) (5o~ D1y
= (Tio,q)) (é(fﬂ - ), CZ/)

= (2(:cb),cy+d)

(', y").

Wobec tego
v’ =L(z-b),
y = cy+d.

Nastepnie wystarczy zastosowaé twierdzenie 6.1.

Korzystajac z (13) rozwazmy teraz nastepujace przeksztalcenie afiniczne
ptaszczyzny E:

® = Tlo,q © P65y © PS5, 0 Tj-b,0)- (14)
7 twierdzenia 6.3 wynika nastepujacy

WNIOSEK 6.4

Wykres funkcji F' jest obrazem wykresu funkcji f w przeksztalceniu afinicznym
(14), natomiast wykres funkcji f jest obrazem wykresu funkcji F' w przeksztal-
ceniu afinicznym odwrotnym do przeksztalcenia (14).

Na podstawie wniosku 6.4 mozna ustali¢ nastepujaca regule:

Aby wykonaé wykres funkcji F nalezy do wykresu funkcji f za-
stosowaé kolejno nastepujgce przeksztatcenia:
1) translacje o wektor @ = [—b, 0],

2) powinowactwo prostokgtne o osi Oy i stosunku s = %,

3) powinowactwo prostokgtne o osi Ox i stosunku s = c,
4) translacje o wektor @ = [0,d].
Poprzednio rozwazyliSmy cztery podstawowe, szczegélne przypadki (W1)-
(W4) postaci funkcji F. Obecnie bedziemy analizowaé nastepne sze$é przy-
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padkéw funkceji F, ktore czesto pojawiaja sie przy przeksztalcaniu wykreséw
funkcji f.

(W5) Jezeli a = ¢ = 1, to funkcja F ma postaé F(z) = f(x + b) + d. Poniewaz
P, = Ps, = Ir, wiec

© =Tpo,q © Ti-v,0)
7 twierdzenia 3.2 wynika, ze
Tlo,a © T{-,01 = T[-b,0) © Ti0.4)-

W tym przypadku, aby wykonacé wykres funkcji F', nalezy do wy-
kresu funkcji f zastosowaé kolejno nastepujgce przeksztalcenia:

1) translacje o wektor w" = [—b,0],

2) translacje o wektor W™ = [0, d]

1) translacje o wektor W™ = [0,d],
2) translacje o wektor w" = [—b,0].

(W6) Jezelic=11id =0, to funkcja F' ma postaé¢ F(x) = f(ax +b). Poniewaz
Péx = T[O,d] = IE, Wi@C

1
P = Pan o T[—b,0]~
Udowodnimy, ze
1 1
P5y o] T[,b’o] = T[_gﬁ] o] Poay
Niech (z,y) € R%. Wowczas

(PS5, © Ti-p0)(x,y) = P,

W tym przypadku, aby wykonaé wykres funkcji F nalezy do wy-
kresu funkcji f zastosowaé kolejno nastepujgce przeksztalcenia:
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1) translacje o wektor @ = [—b,0],

2) powinowactwo prostokgtne o osi Oy i stosunku s = %
lub

1) powinowactwo prostokgtne o osi Oy i stosunku s = %,

2) translacje o wektor ¥ = [—2,0].

(W7) Jezelia =11id =0, to funkcja F' ma posta¢ F(x) = cf(x+b). Poniewaz

P5y =T,q = Ig, wigc
® = Pg, 0Ty,
Udowodnimy, ze
P60 Tj—p,0) = T-p,0) © Pbs -
Niech (z,y) € R?. Wowczas

(P5s o Ti—p,0)(,y) = P65, (Ti—p,0(2,y)) = P5.(x —b,y) = (v — b, cy)
=T b0, cy) = T1p0/(P5.(7,9))
= (T[—b,O] © Péa,)(xa y)

W tym przypadku, aby wykonaé wykres funkcji F nalezy do wy-
kresu funkcji f zastosowaé kolejno nastepujgce przeksztalcenia:

1) translacje o wektor @ = [—b,0],

2) powinowactwo prostokgtne o osi Ox i stosunku s = ¢
lub

1) powinowactwo prostokgtne o osi Ox i stosunku s = c,

2) translacje o wektor @ = [—b,0].

(W8) Jezelic=11b=0, to funkcja F' ma posta¢ F(x) = f(ax)+d. Poniewaz
Péx = T[—b,O] = IE, Wi@C

q) = T[O,d] [e] POEy
Udowodnimy, ze
T[O,d] e} ng = ng e} T[O,d]'

Niech (z,y) € R%. Wowczas
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1 1 1 1
(Tio,a) © F5,)(x,y) = Tio,a) (P, () = Tho,a (Z2,y) = (Za,y +d)

1

= Pg,(v,y +d) = P§,(To.q) (2, y))
= (P5, © To.a) ().

W tym przypadku, aby wykonaé wykres funkcji F nalezy do wy-
kresu funkcji f zastosowaé kolejno nastepujgce przeksztalcenia:

1) powinowactwo prostokgtne o osi Oy i stosunku s = %,
2) translacje o wektor @ = [0, d]

lub
1) translacje o wektor @ = [0, d],

2) powinowactwo prostokgtne o osi Oy i stosunku s =

Q|

(W9) Jezelia =11ib=0, to funkcja F' ma postaé F(z) = cf(x)+d. Poniewaz
1

P(';y =T _p,0 = Ir, wige
B = Tio.q 0 PS, -

Udowodnimy, ze
Tio.a © Py = P5, 0 Tig a).

Niech (z,y) € R?. Wowczas

(Tio,q © P65, )(,y) = Tio,a) (P65, (%,y)) = Tjo,q) (%, cy) = (w, cy + d)

= 75, (504 2) = Pl (T a0)
= (P65 © T[O,%])(xvy)'

W tym przypadku, aby wykonaé wykres funkcji F' nalezy do wy-
kresu funkcji f zastosowaé kolejno nastepujace przeksztalcenia:

1) powinowactwo prostokgtne o osi Ox i stosunku s = c,
2) translacje o wektor @ = [0, d]

lub
1) translacje o wektor ¥ = |0, %],

2) powinowactwo prostokgtne o osi Ox i stosunku s = c.
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(W10) Jezeli b = d = 0, to funkcja F ma postaé F(x) = c¢f(ax). Poniewaz
Tio,q) = Ti—p,0) = I, Wiec
1
b = P50 P3,.
Udowodnimy, ze
1 1 ‘
Niech (z,y) € R?. Wowczas
C % C % C 1 1
(PHs © POy)(may) = POz(POy(may)) =P, axay = Exvcy
1 Lo
= P5y(x; cy) = PS5, (P5, (7, y))
= (Pgy © P5.)(x,y).

W tym przypadku, aby wykonaé wykres funkcji F' nalezy do wy-
kresu funkcji f zastosowaé kolejno nastepujace przeksztalcenia:

1) powinowactwo prostokgtne o osi Oy i stosunku s = %,

2) powinowactwo prostokgtne o osi Ox i stosunku s = ¢
lub

1) powinowactwo prostokgtne o osi Ox i stosunku s = c,

2) powinowactwo prostokgtne o osi Oy i stosunku s = %

Opis pozostalych czterech przypadkow postaci funkcji F', gdy jedno z prze-
ksztalcenn wystepujacych we wzorze (14) jest tozsamos$cia, wynika z poprzednich
rozwazan zawartych w przypadkach (W1)-(W10).

1. Podstawowe wtasnosci funkcji F'

W tym paragrafie bedziemy bada¢ zaleznosci miedzy parzystoscia, niepa-
rzystoscia i okresowoscig funkcji f i F.

TWIERDZENIE 7.1
Niech f bedzie funkcjq parzystq. Funkcja F' jest funkcjq parzystq wtedy i tylko
wtedy, gdy

Vx € Dp [ax—be Dy A flax+b) = flax —b)]. (15)
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Dowdd. Dowdd. Zakladamy, ze F jest funkcja parzysta, a wiec
Vz e Dp [-x € Dp A F(z) = F(—x)].

Zauwazmy, ze © € Dp <= ax +b € Dy oraz —x € Dp <= a(—x) + b € Dy.
Zakladamy, ze © € Dp. Wéwczas —z € Dp, a wiec a(—z) + b € Dy. Poniewaz
a(—z) +b = —(ax — b), wiec ax — b € Dy na mocy parzystosci funkcji f.
Z zalozenia, ze F(z) = F(—z) wynika, ze cf(ax +b) +d = cf(a(—z) + b) + d,
astad f(ax+b) = f(a(—x)+b). Z parzystosci funkeji f wynika, ze f(ax+b) =
fla(—=z) +b) = f(—(az — b)) = f(ax — b). Spelniony jest warunek (15).

Odwrotnie, zakladamy, ze spelniony jest warunek (15). Jezeli z € Dp,
to ax — b € Dy na mocy warunku (15). Z parzystosci funkcji f wynika, ze
—(ax —b) € Dy, czyli a(—z) + b € Dy, a wiec —x € Dp. Na mocy warunku
(15) i parzystosci funkeji f otrzymujemy:

F(z) =cf(ax +b)+d=cf(ax —b)+d=cf(—(a(—z) + b)) +d
=cf(a(—z)+b)+d
— F(-a)

dla kazdego x € Dp.

Bezposrednio z twierdzenia 7.1 wynika nastepujacy

WNIOSEK 7.2
Jezeli f jest funkcjg parzystq, to funkcja F dla b =0, czyli F(z) = cf(azx) +d,
jest funkcjq parzystq.

Korzystajac z twierdzenia 7.1, zbadaé¢ parzystosé funkeji:
(a) F(z) =3cos(2x+7m)+ 1,z € R;

(b) F(x) =2cos(z+5)—1,z€R.

(a) Funkcja f(x) = cosx jest parzysta. Poniewaz cos(2z + 7) = — cos 2z =
cos(2z — ) dla x € R, wiec funkcja F jest parzysta.

(b) Funkcja f(x) = cosx jest parzysta. Poniewaz cos(z + §) = —sinx
icos(x — §) =sinzx dla x € R, wiec funkcja F' nie jest parzysta.

TWIERDZENIE 7.3
Niech f bedzie funkcjq nieparzystg. Funkcja F jest funkcjg nieparzystq wtedy
1 tylko wtedy, gdy

Ve e Dp |ax—be DfA flax —b) — flax+b) = QCd (16)
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Dowdd. Zakladamy, ze F' jest funkcja nieparzysta, a wiec
Vo € Dp [-x € Dp A F(—z) = —F(x)].

Zauwazmy, ze ¢ € Dp <= ax +b € Dy oraz —x € Dp <= a(—x) +b € Dy.
Zakladamy, ze x € Dp. Wowczas —x € Dp, a wiec a(—z) + b € Dy. Poniewaz
a(—z) +b = —(ax — b), wiec ax — b € Dy na mocy nieparzystosci funkeji f.
Z zalozenia, ze F(—z) = —F(x) wynika, ze c¢f(a(—x)+b)+d = —cf(ax+b)—d,
astad f(a(—z)+b) + flaz +b) = 762‘1. 7 nieparzystosci funkcji f wynika, ze
fla(=z)+b) = f(—(ax—b)) = — f(ax—b). Wobec tego — f(ax—b)+ f(ax+b) =
=24 "a wigc f(ax —b) — f(ax + b) = 22, Spelniony jest warunek (16).

Odwrotnie, zakladamy, ze spelniony jest warunek (16). Jezeli z € Dp, to
ax —b € Dy na mocy warunku (16). Z nieparzystosci funkcji f wynika, ze
—(ax —b) € Dy, czyli a(—x) +b € Dy, a wiec —z € Dp. Na mocy warunku
(16) i nieparzystosci funkeji f otrzymujemy:

F(—2) = cf(a(—z) + b) +d = cf(—(az — b)) + d = —cf(ax — b) + d
:—c(f(ax+b)+27d) +d=—cf(ax+b)—2d+d
= —cf(az +b) —d = —(cf(az +b) + d)
= —F(x)
dla kazdego = € Dp.

Bezposrednio z twierdzenia 7.3 wynika nastepujacy

WNIOSEK 7.4
Jezeli f jest funkcjq nieparzystq, to funkcja F dla b = d = 0, czyli F(x) =
cf(ax), jest funkcja nieparzystq.

Podamy przyklad funkcji nieparzystych f i F' spelniajacych warunk (16).
Niech f(z) =2z i F(z) = c¢f(ax +b) +d dla z € R, przy czym a = 3, b = 1,
¢=2,d=—2. Zauwazmy, ze f(ax —b) — flax +b) = f(Bx — 1) — f(Bz+1) =
3x—1—-3x—1= —2oraz Q—Cd = @ = —2. Zatem spelniony jest warunek (16).
Funkcja F' ma postaé F(z) = 6z dla € R, a wiec F jest funkcja nieparzysta.

DEFINICJA 7.5
Funkcje p: R 2 Dy — R nazywamy okresowg, jezeli spelniony jest nastepuja-
cy warunek:

dseR\{0} VeeD,[z+se€ Dy Nz —s€ D, Ap(x+s)=p(x)].

Liczbe s nazywamy okresem funkcji p.
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TWIERDZENIE 7.6

Jezeli f jest funkcjg okresowq o okresie s, to F' jest funkcjg okresowq o okre-

sie Z. Jezeli F jest funkcjq okresowq o okresie s, to f jest funkcjq okresowq

o okresie as.

Dowdd. Najpierw zakladamy, ze f jest funkcjg okresowa o okresie s. Mamy
wykazac, ze

Vo € Dp [:EJriGDF/\:c—fGDF/\F(:chf):F(x)}.
a a a
Zakladamy, ze x € Dp. Wowczas
r€Dp = ax+beDy=[(ax+b)+s € D¢ A(ax+b)—s e Dy
= [a(:chZ)erGDf/\a(:cfZ)erGDf]
— {erfEDp/\:c—fer}.
a a
Ponadto

F(z)=cf(ax+b)+d=cf((ax+b)+s)+d
:cf((ax+s)+b)+d=cf(a(:c+2)+b)+d

Zatem F jest funkcja okresowa o okresie 2.

Nastepnie zakladamy, ze F' jest funkcja okresowg o okresie s. Mamy wyka-
zaé, ze

Vee Dy lzr+as€ Dy ANx—as € Dy A f(z+as) = f(x)].
Zakladamy, ze x € Dy. Woéwczas

1 b
l‘EDf — —x—— € Dp
a a

1 b 1 b
e [(—x——)—i—seDF/\(—x——)—sEDF]
a a a a
1 b 1 b
= {a(—x———l—s)+b€Df/\a(—:v———s>+beDf}
a a a a
= [t +as€ Dy Az —as € Dyl

Ponadto
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Cc a

(e ) -
= f(z + as).

Zatem f jest funkcja okresowa o okresie as.

d

c
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