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Wokét liczb i szeregéw harmonicznych*

Abstract. The harmonic series is one of the most celebrated infinite series of
mathematics. From a pedagogical point of view, the harmonic series provides
a wealth of opportunities. Applications such as Gabriel’s wedding cake and
Euler’s proof of the divergence of prime numbers can lead to some very
nice discussions. The main idea of this article is to survey some of unusual,
insightful and inspiring divergence proofs. First of all, this article is addressed
at first-year calculus students.
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Liczbe 7—[7(15) =3 % nazywamy n-ta liczbg harmoniczng rzedu s, za$ szereg
k=1

# szeregiem harmonicznym rzedu s, s € R. Termin harmoniczny wywodzi sie
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n=1
z tego, ze kazdy wyraz ciagu o przepisie a, = %, poczawszy od drugiego, jest
$rednig harmoniczng wyrazow sasiednich, to znaczy

2
> dak>2

ap = 1

Qp—1 Ak+1
W dalszej czesci artykultu terminy: liczby harmoniczne i szereg harmoniczny ozna-
czaé beda liczby harmoniczne i szereg harmoniczny rzedu pierwszego. Bedziemy
pisa¢ H,, zamiast ’H%l).

Jako pierwszy wlasnoéci liczb harmonicznych badal Nicholas Oresme. W 1350
roku udowodnil, ze szereg harmoniczny jest rozbiezny. Co wiecej, pokazal, iz sumy
czedciowe tego szeregu spelniajg nieréwnosé Hor > %, dlak=1,2,...

Ponad czterysta lat pdzniej oszacowaniami liczb harmonicznych zajmowal sie
Leonhard Euler (Euler, 1734); w XIX, XX i XXI wieku to zagadnienie bylo badane
miedzy innymi w (Cesaro, 1885), (Lodge, 1904), (Toth, Mare, 1991), (DeTemple,
Wang, 1991), (Chen, Qi, 2008) oraz (Villarino, 2004, 2007).

*Around harmonic numbers and harmonic series
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Liczby harmoniczne sa powszechne w nauce: w fizyce - opornosé zastepcza
uktadu opornikéw polaczonych réownolegle jest réwna $redniej harmonicznej po-
szczegblnych opornosci, w informatyce - w analizie algorytmoéw, w muzyce - przy
zaleznosciach miedzy tonem podstawowym a dlugoscia struny wyjsciowe;.

Liczby harmoniczne wystepuja w statystykach dotyczacych zjawisk pogodo-
wych. Analizujac zapisy meteorologiczne w Chicago, Kifowit i Stamps (Kifowit,
Stamps, 2006) zauwazyli zalezno$¢ miedzy rokiem, ktéry przyniést rekorodowe
opady $niegu, a wartosciami kolejnych liczb harmonicznych; generalnie po n latach
obserwacji odnotowywano okoto #H,, rekordowych lat.

Zadziwiajaca jest sztuczka karciana oparta na pomysle R.T. Sharpa (Sharp,
1954), ktéra pokazuje, jak w naturalny sposéb liczby harmoniczne pojawiaja sie
w prostych sytuacjach.Przypusémy, ze chcemy ulozyé¢ na stole stos kart tak, aby
nawis utworzony przez karty wystajace poza krawedz stotu byt maksymalny. Jesli
mamy k kart, di41 oznacza odlegloé¢ krawedzi wierzchniej karty od krawedzi stotu,
to otrzymujemy zalezno$é di1 = Hy (wiecej szczegdtéw w (Patashnik, Graham,
Knuth, 2001)).

W kolejnych rozdziatach przytoczymy wybrane, réznorodne, dowody rozbiez-
nodci szeregu harmonicznego, pokazemy zastosowanie liczb harmonicznych w dowo-
dzie twierdzenia o istnieniu nieskonczenie wielu liczb pierwszych oraz wyprowadzi-
my podstawowe oszacowania liczb harmonicznych.

Artykut jest adresowany przede wszystkim do studentéw pierwszego roku mate-
matyki, moze stanowi¢ przyktad ciekawego wyktadu w ramach kursu analizy mate-
matycznej przy omawianiu pojecia szeregow liczbowych i ich zbieznoéci. Uczniowie,
ktérzy ukonczyli szkote srednig na profilu rozszerzonym z matematyki wiedza, ze
suma nieskoriczonej ilosci dodatnich skladnikéw moze by¢ skoniczona (na przykla-
dzie sumy skladnikéw nieskonczonego ciagu geometrycznego o ilorazie ¢, w przy-
padku |¢| < 1). Z doswiadczenia autora, podpartego rozmowami ze studentami
pierwszego roku matematyki, wynika, ze intuicja zawodzi ich w przypadku oblicze-
nia sumy odwrotnoéci wszystkich liczb naturalnych. Podawane sa rézne skonczone
wyniki, prawidlowa odpowiedz jest rzadkoscia. Gtdéwa idea artykutu jest przedsta-
wienie wybranych dowodéw rozbieznosci szeregu harmonicznego, wzbogaconych
interpretacja geometryczna. Dowody te pokazuja piekno i réznorodno$é¢ matema-
tyki na przystepnym poziomie.

2. Zbiezno$¢ szeregu harmonicznego

FAkT 1
Szereg harmoniczny jest szeregiem rozbieZnym.

Powyzsze stwierdzenie zostalo udowodnione na kilkadziesiat (Kifowit, Stamps,
2006a) sposob6w. Najpierw przytoczymy dwa z nich, najczesciej cytowane w pod-
recznikach analizy matematycznej (patrz (Fichtenholz, 1995), (Kaczyniski, 2005)).

Dowdd 1. (Nichola Oresme, 1350).
Zachodzi oczywista nieréwnosc

1 n 1 n n 1 1 1
“ . — n
n+1 n+2 2n 2n
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Jezeli po odrzuceniu dwbch pierwszych wyrazoéw, pozostate wyrazy szeregu harmoni-

cznego rozbijemy na grupy po 2,4,8,...,28 1 .. wyrazéw w kazdej:
1+1 1+1+1+1 1Jr Jr1 1 n Jr1
3 45 6 7 89 16777 2k=1 41 2k>
——
2 22 23 ok—1

to kazda z tych sum z osobna bedzie wieksza od % Faktycznie,

1 1 ok-1
T A S A S
k11 TR TR Tg GakZ
Stad
1
H2k>1€'§

Sumy cze$ciowe nie sa ograniczone z gory, wiec szereg jest rozbiezny (analogicznie
. . M—1
mozna pokazaé, ze Hyr > k- 257~). O

Dowdd 2. Skorzystamy ze znanych nieréwnosci <In(1+¢) <tda t>-1.

t+71
Podstawiajac w nich ¢ = %, gdzie k € N, otrzymamy

L<1n +1 1
E+17 k k:'

Sumujac powyzsze nieréwnosci dla k = 1,2, ..., n mamy

Ll <2} 1+ <ltitipogl
273 +1— " = 727"y n

Oznaczajac teraz n-ta sume czesciowa szeregu harmonicznego przez s, , otrzymu-
jemy
Snt1 — 1 <In(n+1) < s,.
Z tego, ze lim In(n + 1) = co wynika, szereg harmoniczny jest rozbiezny. O
n—oo
W innej wersji powyzszego dowodu korzysta si¢ z kryterium ilorazowego dla sze-

regu harmonicznego i szeregu »_ In (1+ 1).
n=1
Dowéd 3. (Pietro Mengoli, potowa XVII wieku) Zauwazmy najpierw, ze

1 1 2n 2
= > —, dl =2,3,...
n—1+n—|—1 n2—1"n’ an T

Przypuéémy, ze szereg harmoniczny jest zbiezny do S. Wtedy:

Sett(otot )t (st ) 4 (ot =)+
a 23 4 56 7 8§ 910) "

3 3 3
I+ 2+ 2454 =1+65.
>1+g+z+5+ +S
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Otrzymalismy sprzecznosé. [

Dowdd 4. (Jacob Bernoulli, 1689) Zauwazmy, ze jesli c € N, ¢ > 1, to

(NS B U B
e = c—c)—==1-=.
c+1 c+2 c2 c? c
a5 +--+ & > 1 Stad
i1—1+ LD [ (L L
nzlni 2 3 4 5 7725 26 676
>1+1+1+... O

Dowéd 5. Przypusémy, ze szereg harmoniczny jest zbiezny do S. Wtedy S > 2,
poniewaz Hy = % Zauwazmy, ze

s (PN () (L 2
B 2 3 4 5 6 7 10

T I N S T A A
11 15 376 10 15
2

5+3+4+5+ 2. _22

Stad S < 2, co jest sprzeczne z naszym wyjsciowym spostrzezeniem. [
Kolejny dowdd wiaze liczby harmoniczne z liczbami Fibonacciego (Kifowit,
Stamps, 2006b), (Chen, Kennedy, 2012).

Dowdéd 6. Ciag Fibonacciego to ciag liczb naturalnych okreslany rekurencyjnie
w nastepujacy sposob:

fOZla f1:17 fn+1:fn+fn—1a dlan:la27""

Kolejne wyrazy tego ciagu nazywane sa liczbami Fibonacciego. Skorzystamy ze
znanego faktu:

" 1 5
lim Frt1 = +\f.

n—oo  fp 2

Zauwazmy, ze

Zl—1+1+1+ EOE N i
n_ 2 3 45 6 7 8

1 1 2 3 S
> 1 _ _ - — oo=1 .
2l+g+otetot +n§:1fn+1
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o0
Z (1) wynika, ze szereg > }C"—: jest rozbiezny, co pocigga za soba rozbieznosé
n=1""

szeregu harmonicznego. [
Przytoczymy jeszcze jeden z nowszych dowodéw (patrz Sinha, 2013):

Dowéd 7. Zauwazmy, ze

1 m
+- o — > H+ ——.

Hiem = H kE+2 k+m k+m

1T

Dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej k& mamy lim - = 1. Ustalajac ¢ €
m—» 00

+
(0,1) dostajemy, ze dla kazdego k istnieje m takie, ze Hyym > Hyg + €. Stad ciag
(H,,) nie jest ograniczony z gory, szereg harmoniczny jest rozbiezny. O

Pomimo tego, ze szereg harmoniczny jest rozbiezny, liczby harmoniczne rosna
swyjatkowo wolno”. Dla przykltadu Hg = 2%, Hoo ~ 3,6, zas Hizooo ledwie
przekracza 10.

W obliczu tych faktéw zaskakujace moze sie wydawaé, ze

LeEmAT 1
Liczba harmoniczna jest liczbg naturalng tylko dla n = 1.

Dowdd. Oczywiscie Hy = 1 € N. Rozwazmy H,, dla n > 1 i wybierzmy k
takie, ze 2F < n < 2F*1. W ten spos6b mamy

11 1
Ho=1+-+-+ -+

1
2 "3 P

Niech teraz M bedzie najmniejsza wspo6lng wielokrotnoscia wszystkich mianowni-
kéw réznych od 2F:

M=NWW(1,2,3,...,28 = 1,2 +1,... n).

Stad 2571 jest dzielnikiem M, za$ 2* nim nie jest. Mnozac H,, przez M otrzymamy

M M M M M
M-H, =M+ —~4+—+- 4+ —+- -+ — =t+ —

> 3 ok - o% gdzie t € N.

7 okreslenia M wynika, ze év—,f ¢ N. Stad M - H,, ¢ N, wigc réwniez H,, ¢ N dla
n > 1.

Przytoczymy teraz twierdzenie o zbieznosci szeregu harmonicznego rzedu s. Z wnio-
sku z tego twierdzenia skorzystamy w dalszej czesci artykutu.

FakT 2
Szereg harmoniczny rzedu s jest zbiezny dla s > 1 i rozbiezny dla s < 1.

Dowdd. Rozwazmy trzy przypadki:

1. Niech s = 1. Otrzymujemy szereg harmoniczny, wiec rozbiezny.
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2. Niech s < 1. Z kryterium poréwnawczego mamy

1 1 >
—<— dlaneN, s<1 i Y —=+o0,
n ns nzln

zatem szereg harmoniczny rzedu s < 1 jest rozbiezny.

3. Niech s > 1. Laczac wyrazy szeregu harmonicznego rzedu s w grupy, tak jak
ponizej, otrzymamy sumy

IS S @)
3s 45’ 5s 65 7s 85’ T (2k71 + 1)5 (Qk:)s""
N——

2 22 ok—1

Zauwazmy, ze

S SRS SR 1
e T e =
(n+1)  (n+2)s (2n)* ns nsTl

Z powyzszych zaleznosci widaé, ze kolejne sumy w (2) sa mniejsze od kolej-
nych wyrazéw ciagu geometrycznego o przepisie a,, = ﬁ Zatem kazda
suma czesSciowa rozpatrywanego szeregu jest mniejsza od liczby

1

1 55T
L=1+—_+ 22—,
2¢ 1- 23171

wiec szereg harmoniczny rzedu s > 1 jest zbiezny.

WNIOSEK 1
Cigg (Hy(,,s)) liczb harmonicznych rzedu s > 1 ma granice. Nazywamy jg dzetq

Riemanna 1 zapisujemy :
o0 1
=HY =) —.
() >

Powyzszy wniosek wykorzystamy przy dowodzie Lematu 3.

Aby pobudzi¢ wyobraznig¢ studentéw odnosnie do rozbieznosci szeregu harmo-
nicznego, warto im przedstawi¢ interpretacje geometryczna szeregu harmoniczne-
go, noszaca nazwe Gabriel’s wedding cake (Fleron, 1999).

Okreslmy funkcje f nastepujaco: f(z) = ﬁ dla z € [1, 00), gdzie symbolem [z]
oznaczono ceche liczby x. Obracajac wykres funkcji f wokél osi OX, otrzymamy
figure przedstawiona na Ryc. 1.

Sktada sie ona z nieskor'lczonej ilosci otwartych walcéw o wysokosciach dhugosci

1 i promieniach, kolejno, 1, 2 5 3, .... Zatem

V—iﬂ(1>2—7r§:1
N k) k:1k2'

k=1
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. . . . . . . . 2
Na mocy Wniosku 1 wiemy, ze suma szeregu jest zbiezna do liczby ¢(2), czyli %

(Dunham, 1990). Stad V = %3. 7 drugiej strony, jesli policzymy pole powierzchni
bocznej rozwazanej bryly, dostaniemy

> 1 =1
P= 27r.==2 =,

Okazuje sie wiec, paradoksalnie, ze rozwazany tort ,mozemy zjes¢, ale nie zamro-
7i¢” (Fleron, 1999).

Ryc. 1. Gabriel’s wedding cake (Kifowit, Stamps, 2006b)

3. Liczby harmoniczne a liczby pierwsze

Liczby harmoniczne odgrywaja zasadnicza role w dowodzie twierdzenia Eulera
o istnieniu nieskonczenie wielu liczb pierwszych. Najpierw przytoczymy twierdze-
nie o jednoznacznosci rozktadu liczby naturalnej na iloczyn liczb pierwszych:

TWIERDZENIE 1
Kazdg liczbe naturalng n > 2 mozna jednoznacznie (z dokladnoscig do kolejnosci
czynnikow) zapisaé w postaci iloczynu liczb pierwszych.

Dowdd. Zobacz (Sierpiniski, 1950).

TWIERDZENIE 2
Istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych.

Dowdd. Przypusémy, ze istnieje skonczenie wiele liczb pierwszych, oznaczmy
je przez pi1,p2, ..., Pn. Rozwazmy szeregi

1 1
I+ —+=+... 1<k<n.
Dk Di

Oczywiste jest, ze sa one zbiezne, jako szeregi geometryczne o ilorazach pik, edyz

1
Pk

< 1. Zatem ich sumy S), sa réwne 1_1¢~ Stad zas
Pk



[106] Damian Wisniewski

7 drugiej strony, biorac pod uwage iloczyn Cauchy’ego rozwazanych szeregow,
mamy

S = h,%lﬁooz l1 Z 12

""" li=0 P1 ;=0 P2 l,=0Pn

M 1

1 1 1 1 1 1 1 1
—1+*+"'+*+*2+7+"'+ tst "ttt
p1 Pn Yz p1p2 P1Pn p3 DP2p3 Pn

Zauwazmy, ze kazda z liczb, w rozkladzie ktérych wystepuja liczby p1, .. ., p, znaj-

duje sie w mianowniku jednego z wyrazéw iloczynu Cauchy’ego rozwazanych sze-

regdw Sp, - Sp, - ... Sp, 1 to dokladnie jeden raz.

7 jednoznacznoéci rozkladu na liczby pierwsze wnioskujemy, ze powyzsze mia-

nowniki odpowiadaja wszystkim réznym liczbom naturalnym. Stad nasza sume
o0

S mozemy zapisaé jako S = ) % Stad suma szeregu harmonicznego jest licz-
i=1

ba, bowiem S jest liczba. OtrzymaliSmy sprzecznosé. Zatem liczb pierwszych jest

nieskonczenie wiele.

4. Wpybrane oszacowania liczb harmonicznych

Pokazemy teraz przyklady podstawowych twierdzen dotyczacych oszacowan
liczb harmonicznych.

LEMAT 2
Dla n € N zachodzg nieréwnosci:

n+1

< Hon <n+ 1.

Dowdd. (indukcyjny)

1. Dlan-lmamy?—lg—% wiec 1 < Hy < 2.

2. Zalézmy, ze EFL < How < k + 1 dla dowolnie ustalonego k € N.
Wtedy:
1 1 2k+1 _ 2k
Howrs = Har 4 g+ b g Sk ——— =k +2.

7 drugiej strony

1 1 k+1 28l 9k k402
2k+1+ ' +2k+1— 2 ok+1 9

HQIH»] sz +

Stad 52 < Howrs < k+2.

Zatem, na mocy zasady indukcji matematycznej, "T'H < Hon < n—+1 dla kazdego
n € N.
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Przy pomocy liczb harmonicznych mozna zdefiniowaé liczbe v zwana stata Eulera.
Mianowicie:

LEMAT 3
Istnieje granica:
lim (H, —Inn).

n—oo

Dowdd. Korzystajac z rozwiniecia w szereg Maclaurina, mamy:

1 i =—In(1 .1 + ! + ! + ! +
k1) T U TR TR T 2k T T ke ‘
Szereg ten jest zbiezny dla wszystkich k takich, ze —1 < —% < 1, wiec w szcze-

gblnoéci dla & > 1. Jesli zsumujemy obie strony po 2 < k < n, to otrzymamy
kolejno

S Ik —In(k—-1)] =Y (
1
k

LIS S
k' 2k2 " 3k3 ’
k=2 k=2
= I 1 11
Inn—Inl=>" +§Zﬁ+52§+-w
k=2 k=2 k=2
1 1
1nn=(Hn—1)+§(H£3> 1)+§(7{;3>—1)+

S‘%d Zaé

Zgodnie z Wnioskiem 1, na podstawie glebszych twierdzen analizy matematycznej,
dostaniemy

lim (H, —nn) =1 - 2(C(2) = 1) = ~(C(3) = 1) = ~(C(4) — 1) — - ,

n— 00 2 3 4
gdzie po prawej stronie tej rownoéci mamy sume szeregu zbieznego, a wiec liczbe.
Liczba ta nazywana jest stala Eulera -, wynosi ona w przyblizeniu 0, 577218 (Euler,
1734).

Powyzszy lemat nasuwa przypuszczenia, ze istnieje zalezno$¢ miedzy liczbami har-
monicznymi a logarytmem naturalnym.
Faktycznie, mamy nastepujace oszacowanie:

TWIERDZENIE 3
Dla kazdego n > 2 zachodzq nierownosci:

In(n+1) < H, <lnn+1.
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Dowdd. Okreélmy funkcje f : [1,00) — R wzorem f(z) = L.

Rozwazmy rodzine prostokatéow o wierzchotkach: ’
A, =(n,0), B,=(n+10), C,=(n,f(n)), Dpo=(n+1,f(n)

lezacych (czeéciowo) nad wykresem funkcji f. Kazdy z tak utworzonych prosto-
katéw ma bok dlugosdci 1 lezacy na osi x, zas dlugosci sasiednich bokéw tych

prostokatéw wynosza kolejno 1,4, %,....
Zatem:
n+1
1 1 1
f(l‘)d.’l,‘:ln(n-f—l)<1+§—|—§+..._~_%:'Hn.

1

Rozwazmy teraz rodzine prostokatéw o wierzchotkach:
Ap = (n,O), B, = (TL-I—l,O), Cn = (nvf(n+1))v D, = (TL-l— 1af(n+1))

lezacych pod wykresem funkcji f. Podobnie jak poprzednio kazdy prostokat ma
bok dlugosci 1 lezacy na osi x, za$ dlugosci sasiednich bokéw tych prostokatow
wynosza kolejno %, %, %, e

Zatem:

f 1 1 1
d :1 — — e —_— = ’I’L_l'
/f(a?)sc nn>2+3+ +n H
1

Stad H, < Inn + 1. Ostatecznie In(n + 1) < H,, < Ilnn + 1.

PRZYKEAD 1

Oszacujmy warto$é liczby Hig = Hos = 3204399

720720 "

Na mocy Lematu 2 mamy
2 < Hie <4,

za$ z twierdzenia 3, poniewaz In17 > 2,83 i In16 < 2,77 wynika, ze

2,83 < Hig < 3,77.
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