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Abstract. In 1969, Polish mathematician and logician, Alfred Tarski asked if
all the identities true in the set of natural numbers involving the constant 1,
addition, multiplication, and exponentiation can be derived from the eleven
axioms that are taught at the high school level (High School Identities). In
1981 Alex Wilkie negatively solved this problem by constructing an identity
that cannot be proved using these axioms. In this paper we survey results
connected with Tarski’s problem.

Wstep

Na poziomie szkoly éredniej, a nawet w nauczaniu studentéw matematyki na
wyzszych uczelniach, niejasne pozostaje czesto rozréznienie pomiedzy teoria (réw-
nosciowa lub pierwszego rzedu) a aksjomatami i modelami tej teorii (Baldwin,
2010). Oczywiscie istnieja wazne teorie, w ktérych rozréznienie to jest zbedne,
gdyz teoria jest wyznaczona przez jeden kanoniczny model i opisana przez skon-
czony zbior aksjomatéw. W innych jednak przypadkach z naturalnej zdawaltoby sie
aksjomatyki sformulowanej dla pewnego modelu nie da sie wyprowadzi¢ wszyst-
kich twierdzen prawdziwych w tym modelu. Co wiecej, nie da sie czasami takiego
ukladu aksjomatéw ,,poprawic¢” poprzez dopisanie do niego skonczonej liczby twier-
dzen. Najprostszego przyktadu takiej sytuacji dostarcza zbior liczb naturalnych
z dzialaniami dodawania, mnozenia i potegowania oraz proba aksjomatyzacji jego
teorii przez tzw. toZsamosci szkoly Sredniej (High School Identities), ktéra oma-
wiam w tym artykule. Oparty jest on w duzym stopniu na przegladowych pracach
(Burris, Lee 1993); (Burris, Yeats 2004), a takze innych podanych w literaturze.

1. High School Identities i problem Tarskiego

Nastepujace réwnosci dla liczb naturalnych znane sa kazdemu, kto ukonczyt
szkole Srednia:

*Tozsamosci szkoly Sredniej
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72) z-y=y-z,z-(y-2)=(@@ y) 2z, 1=z, &
School
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(T4) e 17— 1 Identities
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Pojawily sie one w tej postaci juz w stynnej monografii Richarda Dedekinda
z roku 1888: Was sind und was sollen die Zahlen? (Dedekind, 1888). Uzywa-
jac jezyka algebraicznego mozna powiedzieé, ze algebra N := (N, 1,+,-,7), gdzie
N := {1,2,...}, z jedna stala 1 i trzema dzialaniami binarnymi +,-,1, gdzie
xzTy:=2aY dla z,y € N, spelnia te jedenascie réwnosci.

W roku 1969 polski matematyk i logik Alfred Tarski (1901-1983) zadal pyta-
nie, czy z réwnosci (T1)-(T5) mozna wyprowadzi¢ wszystkie tozsamosci dla liczb
naturalnych, ktére zawieraja stalg 1, dodawanie, mnozenie i potegowanie (Doner,
Tarski, 1969). Pytanie to mozna inaczej sformulowaé w nastepujacy sposob:

PROBLEM TARSKIEGO: Czy (T1)-(T5) tworzq zupelny uklad aksjomatéw teorii
réwnosciowej dla algebry N ?

Wiadomo bylo, ze analogiczne pytanie dla stalej 1, dodawania i mnozZenia ma
odpowiedZ pozytywna. Dokladniej, wiedziano, ze identycznosci (T1)-(T3) stanowia
zupelny uklad aksjomatéw teorii réwnosciowej dla algebry N := (N,1,4,-) (Hen-
kin, 1977). Ponadto, bylo tez wiadomo, ze teoria ta jest rozstrzygalna, tj. istnieje
algorytm pozwalajacy zdecydowad, czy dana réwnos¢, w ktorej wystepuje tylko
stata 1, dodawanie i mnozenie jest prawdziwa w N, czy tez nie, poprzez sprowa-
dzenie wyrazen po obu jej stronach do postaci normalnej, ktéra w tym przypadku
jest zwykly wielomian o wspélezynnikach postaci k := 14...4+1 (k - razy), gdzie
keN.

Tarski dat ten problem do rozwiazania swojemu doktorantowi na uniwersyte-
cie w Berkeley, Charlesowi Martinowi, ale temu udalo sie osiagna¢ tylko czesciowe
wyniki. Pokazal on mianowicie (Martin, 1973), ze problem Tarskiego ma rozwia-
zanie:

e pozytywne, gdy ograniczymy sie tylko do potegowania (N,7) lub do potego-
wania i mnozenia (N, -, 1), oraz

e negatywne, gdy rozwazymy strukture z trzema dzialaniami (N, +,-, 1), ale
bez statej 1.

Nie rozwiazywalo to jednak oryginalnego problemu. Kilka lat pdzniej wybitny
amerykanski logik Leon Henkin w swoim artykule (Henkin, 1977), w ktérym opisy-
wal sytuacje dla l(I, okreslit problem Tarskiego jako trudny i wciaz nierozwiazany
pomimo wysitku wielu matematykdw.

Algebry spelniajace réwnosci (T1)-(T5) nazywamy HSI-algebrami (HSI jest
to oczywidcie akronim stéw high school identities). Problem Tarskiego réwnowazny
jest wiec pytaniu, czy klasa algebr spelniajacych te same identycznosci co N po-
krywa sig¢ z klasa H ST-algebr. Tarski, stawiajac problem, wierzyt, ze odpowiedz na
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to pytanie jest pozytywna, ale nie umial poda¢ dowodu. Gdyby jednak ktos chcial
obali¢ przypuszczenie Tarskiego, musialby to uzasadni¢ albo w sposéb syntaktycz-
ny, tzn. wskazaé identycznosé prawdziwa w N i niewyprowadzalna z identycznosci
(T1)-(T5), albo semantyczny, tzn. znalezé algebre, ktéra nalezalaby do rozmaitosei
HSI, ale nie spelnialaby jakiej$ tozsamosci prawdziwej w N.

2. Klasa HSI

Klasa HSI zawiera wiele ciekawych algebr. Prosty przyklad to R™: zbiér liczb
rzeczywistych dodatnich RT ze stalg 1 i naturalnymi dzialaniami dodawania, po-
tegowania i mnozenia. Inny, to zbiér potegowy dowolnego zbioru X z tym zbiorem
jako stala 1 oraz z naturalnymi dzialaniami mnogosciowymi sumy i iloczynu, gdzie
potegowanie okreslone jest jako rzut na pierwsza wspélrzedna, tj. U 1V := U dla
U,V C X. Bardziej wyrafinowany przyklad (Birkhoff 1942) to algebra skorniczonych
zbioréw czesciowo uporzadkowanych (rozwazanych z dokladnoscia do izomorfizmu
porzadkowego) ze zbiorem jednoelementowym jako 1 oraz dzialaniami sumy roz-
tacznej, iloczynu kartezjanskiego i odwzorowan zachowujacych porzadek. Mozna
ponadto pokazaé, ze istnieje 5 (z dokladnoscia do izomorfizmu) dwuelementowych
HSI algebr (Asatryan, 2004), oraz 44 (z dokladno$cia do izomorfizmu) tréjelemen-
towe HSI algebry (Burris, Lee, 1993). Inne zastugujace na uwage HSI-algebry to
dwie nieizomorficzne algebry Ny (0) i No(1), otrzymane jako rozszerzenia N o ele-
ment 0, z naturalnymi dziataniami, gdzie przyjmujemy, odpowiednio, 0° = 0 dla
Nj(0) i 0° =1 dla Ng(1) (Asatryan, 2004).

Ciekawych przykladow skonczonych HSI-algebr dostarczaja nietrywialne ho-
momorficzne obrazy N. Aby je znalez¢, trzeba najpierw przeanalizowaé jak wygla-
daja kongruencje, czyli relacje rownowaznoéci zgodne z dzialaniami w IN. Stosun-
kowo latwo mozna pokazaé, ze musza one mie¢ posta¢ przystawania =, j, gdzie
a,k € N, w ktorym ,sklejamy” te liczby naturalne, ktére obie sa wieksze lub rowne
a i przystaja do siebie modulo k, czyli

Mm=,x,nwtwm=nlubmn>aim=yn

dla m,n € N. Algebra ilorazowa ﬁ/ =,,; ma wiec tu posta¢ cyklu o dtugosci k
z ,ogonem” o dlugosci a — 1, zob. Ryc. 1.

atl1

Ryec. 1. Algebra ilorazowa 1/\\T/ =4k
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Powstaje pytanie: kiedy taka kongruencja w N jest takze kongruencja w N,
czyli kiedy zachowuje potegowanie? Odpowiedzial na nie, podajac elegancka cha-
rakteryzacje takich par liczb naturalnych a i k, doktorant Garretta Birkhoffa, John
Dyer-Bennet (1940). Udowodnil on mianowicie, ze relacja =, jest kongruencja
w N wtedy i tylko wtedy, gdy spelnione sa dla kazdej liczby pierwszej p i naturalnej
m dwa nastepujace warunki:

1. jezeli p™|k, to m < a,
2. jezeli plk, to p — 1|k.

Gdy rozwazymy teraz szczegdlny przypadek a = 1, relacja =1 i staje si¢ zwy-
ktym przystawaniem liczb naturalnych mod k. Wowczas N / =1, posiada element
neutralny dla dodawania, ktérym jest klasa abstrakeji k/ =, 1 tworzy pierscient
z jedynka w naturalny sposéb izomorficzny z Zy. Stad natychmiast wnioskujemy,
ze =1 bedzie kongruencja w N wtedy i tylko wtedy, gdy potegowanie w Zj, moz-
na zdefiniowa¢ w ,naturalny” sposéb. Jak zaraz pokazemy, dzialanie takie da si¢
wprowadzi¢ jedynie dla bardzo szczegdlnych wartosci k. Postawienie takiej definicji
nie jest mozliwe na przyklad w Zs, bo chociaz 1 =4 (mod3), to 2! =2# 1 =24
(mod 3).

To, dla jakich k € N konstrukcja taka jest wykonalna, rozstrzyga cytowane
wyzej twierdzenie Dyera-Benneta. Z pierwszego warunku wynika wtedy, ze w roz-
ktadzie k na czynniki pierwsze kazda liczba moze wystepowaé tylko w pierwszej
potedze. Z drugiego za$ warunku wnioskujemy, ze jezeli uporzadkujemy te czynniki
pierwsze rosnaco, to kazdy kolejny musi by¢ rowny iloczynowi pewnych mniejszych
powiekszonemu o 1. Teraz juz tatwo mozna pokazaé, ze k musi by¢ jedna z pieciu
liczb: 1,2,6 =2-3,42=2-3-7, 1806 = 2-3-7-43. Wiecej mozliwych przypadkdw
juz nie ma, gdyz kazdy iloczyn czynnikow pierwszych, na ktére rozkladamy 1806
powiekszony o 1 jest albo jedna z liczb juz wystepujacych w ciagu, albo liczbg zto-
zong, w szczegdlnodci 1807 = 13 x 139. Tak wigc potegowanie jest mozliwe tylko
w czterech nietrywialnych pierécieniach cyklicznych: Zo, Zg, Z4o i Z1506!

Oczywiscie zadna ze skoniczonych algebr ilorazowych algebry N nie moze stano-
wi¢ kontrprzykladu dla hipotezy Tarskiego, gdyz speiniaja one wszystkie identycz-
nodci, ktoére sa prawdziwe w N. Mozna jednak latwo pokazaé, ze kazda skonczona
HST-algebra musi juz zawieraé ktoras z tych algebr ilorazowych jako podalge-
bre generowana przez 1. Kontrprzykladu takiego mozna wiec szukaé rozszerzajac
taka algebre ilorazowa do wiekszej, nie spelniajacej juz wszystkich identycznosci
prawdziwych w N.

3. Kontrprzyktad Wilkiego

Problem Tarskiego zostal rozwiazany w zaskakujaco prosty sposéb przez Alexa
Wilkiego z Uniwersytetu w Oxfordzie (Wilkie, 1981). Podal on przyklad tozsamo-
$ci, ktéra jest prawdziwa dla liczb naturalnych, a ktorej nie da sie wyprowadzi¢
z High School Identities. Ciekawe, ze preprint Wilkiego zostal opublikowany do-
piero w roku 2000. Tozsamosé Wilkiego ma postaé réwnosci dwéch iloczynow,
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w ktorych wielomiany zalezne od jednej zmiennej x podnoszone sa do poteg x iy,
raz w jednej, a raz w drugiej kolejnosci:

(A7 + B7)! (CV + DY) = (AY + BY)" (C* + D), (W)
gdzie
A=z+1,
B:=a?+z+1,
C:=z3+1,

D:=z*+2%2+1.

Tozsamo$¢ Wilkiego stanowila sprytna modyfikacje tozsamosci zaproponowa-
nej przez Martina w jego doktoracie (Martin, 1973), ktéra jest prawdziwa w alge-
brze liczb naturalnych z dodawaniem, mnozeniem i potegowaniem, ale bez jedynki,
i ktérej nie da sie wyprowadzié¢ z réwnosci (T1)-(T3) i (T5H) (ale da sie ja wywiesé
z réwnosci (T1)-(T5), jezeli 1 w jezyku uwzglednimy!):

(¥ +2Y)" (y* +y*)’ = («® + %)’ (¥ +9¥)".

Dlaczego tozsamos$é Wilkiego prawdziwa jest w N, to znaczy N E W? Aby
to zobaczy¢, zauwazmy, ze w rozkladzie wielomianéw C' i D pojawia sie ten sam
czynnik F := z? — x + 1. Dokladniej, mamy C = A-F i D = B-F, a stad
dla wszystkich rzeczywistych dodatnich liczb x 1 y (a wiec w szczegdlnosci dla
wszystkich liczb naturalnych) zachodzi:

(A® + B®)Y (CY + DY)" = (A" + B*) (AY + BY)" F¥*
= (A" + B*)Y F™ (AY + BY)"
= (C* + D")Y (AY + BY)".

Dlaczego natomiast tozsamoéci Wilkiego nie da sie wyprowadzi¢ z HSI? Istot-
nym powodem jest to, ze w powyzszym dowodzie wykorzystaliSmy wyrazenie F,
ktoére chociaz przyjmuje wylacznie wartosci naturalne dla = € N, to nie jest termem
w jezyku algebry N, czyli nie mozna go zapisa¢ uzywajac tylko stalej 1, dodawania,
mnozenia i potegowania, gdyz wystepuje w nim sktadnik ujemny. Oczywiscie, nie
oznacza to, ze nie méglby a priori istnie¢ inny dowod tej tozsamosci, korzystajacy
wylacznie z aksjomatow HSI. Wilkie podal dowdd syntaktyczny, ze HST ¥ W,
przeprowadzajac go nie wprost — indukcja na dlugoéé ewentualnego takiego wy-
prowadzenia (Wilkie, 1981).

Pierwszy dowdd semantyczny tego faktu zaproponowal Yuri Gurevi¢ (1985)
konstruujac 59-elementowa H SI-algebre, ktora nie spelnia tozsamosci W. Pdzniej
podawano coraz to mniejsze przyklady takich algebr. Ostatecznie Stanley Burris
i Karen Yeats (2004) skonstruowali taka algebre o 12 elementach, a rok pézniej
Jian Zhang (2005) pokazal, ze najmniejsza H SI-algebra nie spelniajaca W musi
mie¢ co najmniej 11 elementéw. Do dzis jednak nie wiadomo, czy taka H ST-algebra
istnieje.
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Otwarte pozostaje tez pytanie: jaka jest najmniejsza HSI-algebra, ktora nie
spelnia jakiejs tozsamosci prawdziwej w N (takie tozsamosci nazywa sie czasem
egzotycznymi)? Wiadomo jedynie, ze musi ona liczy¢ co najmniej 3 elementy, gdyz,
jak wspominalisSmy juz, istnieje tylko 5 nieizomorficznych dwuelementowych HSI-
algebr i okazuje sie, ze kazda z nich spelnia wszystkie identycznosci N, wiec nie
mogg one stanowi¢ kontrprzykladu dla hipotezy Tarskiego (Asatryan, 2004).

4. Skonczona aksjomatyzowalno$¢ i rozstrzygalno$¢ teorii row-
nosciowej dla N

Negatywne rozstrzygniecie przez Wilkiego hipotezy Tarskiego sprawilo, ze ak-
tualne stalo sie pytanie o to, czy mozna zaksjomatyzowac teorie¢ réwnosciowa dla
N, dodajac do jedenastu identycznosci (T1)-(T5) jakis$ skoriczony zbiér aksjoma-
tow. Pytano wiec, czy zbior wszystkich identycznosci prawdziwych w algebrze N,
ktéry bedziemy oznaczaé dalej przez Th (N), jest skoriczenie aksjomatyzowalny.
Negatywnej odpowiedzi na to pytanie udzielit Gurevi¢ (1990), ktéry udowodnit,
ze teoria rownosciowa dla N nie jest skonczenie aksjomatyzowalna. Wskazal on
w tym celu nieskoniczony ciag identycznosci (W, )nen prawdziwych w N i podob-
nych w formie do W, ale zawierajacych tylko jedna zmienna, i pokazal, ze z kazdego
skonczonego zbioru identycznoéci dla N nie da sie wyprowadzi¢ przynajmniej jed-
nej z nich. Identycznosé Wy uzyskuje sie, wstawiajac w identycznosci Wilkiego 27
za y. Ogolnie ciag ten ma nastepujaca postac:

(4z+B2)* (€2 4+ DZ) = (AZ +BF) (Ci+ DY, (W)
gdzie dlan € N

A, =z+1,

B, :=a®"+.. . +z+1,
Cy, =" 41,

D, =z 4+ . +22+1

3

Chociaz algebry N nie da sie opisa¢ za pomoca skonczonego zbioru aksjomatéw,
mozna pokazaé, ze teoria réwnosciowa dla N jest rozstrzygalna, to jest istnieje al-
gorytm (efektywna procedura), ktéry rozstrzyga, czy dana formuta jest spelniona
w N czy nie. Pierwszym krokiem dla pokazania tego wyniku bylo udowodnienie
przez Martina (1973) rezultatu, stwierdzajacego, ze dokladnie te same tozsamosci,
ktore sa prawdziwe w algebrze liczb rzeczywistych dodatnich z dodawaniem, mno-
zeniem, potegowaniem i stala 1, sa tez prawdziwe w N, czyli ze Th (N) = Th (R™").

Dowdd Martina opieral si¢ na nastepujacym pomysle z pracy (Hardy, 1910).
Rozwazamy zbiér H ztozony z wszystkich funkcji prowadzacych z R* w RY, zde-
finiowanych za pomoca statych dodatnich, dodawania, mnozenia i potegowania.
W zbiorze tym definiujemy relacje < polegajaca na tym, ze jedna funkcja jest,
poczawszy od pewnego miejsca, silnie wieksza od drugiej. Okazuje sie, ze dla kaz-
dych dwdéch réznych funkcji f,g € H, zachodzi albo f < g, albo g < f (Hardy,
1910, Burris, Yeats, 2004). Innymi stowy wykresy dwdéch takich funkeji nie moga
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nieskonczenie wiele razy si¢ przecina¢. Kazdemu termowi jednej zmiennej wyrazo-
nemu w jezyku N da sie przypisa¢ w naturalny sposéb funkcje z H. Zatem, jezeli
réwnoéé takich dwéch terméw jest nieprawdziwa w algebrze R™, to odpowiadaja-
ce im funkcje réznia sie dla dostatecznie duzych argumentéw, a wiec i dla pewnej
liczby naturalnej. Stad réwnosé tych dwoch terméw jest falszywa takze w N. Sy-
tuacje, gdy termy zaleza od wiekszej liczby zmiennych, sprowadza sie tatwo do
przypadku jednej zmiennej za pomoca indukcji na ich liczbe.

Ostatecznie problem rozstrzygalnosci teorii réwnosciowej dla N redukuje sie¢
wiec do problemu rozstrzygalnosci dla R, ktéry Macintyre (1981), a kilka lat poz-
niej niezaleznie Gurevic¢ (1985), rozwiazali stosujac zaawansowane metody analizy
matematycznej.
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