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Definicje

1. Rowne sa te kota, ktorych srednice sa réwne lub te z centréw sa rowne.

2. Mowi sig, ze prosta styka sie z kolem, gdy napotykajac kolo i bedac przedtuzona
nie przecina kola.

3. Méwi sie, ze kola stykaja sie ze soba, gdy nie przecinaja sie ze soba.

4. Méwi sie, ze proste w kole sa w réwnej odleglosci od centrum, gdy prostopadle
poprowadzone do nich sg réwne.

5. Méwi sie, ze jest w wiekszej odleglosci ta (prosta), na ktérag pada wieksza
prostopadia.

6. Odcinek kola jest figura zawarta miedzy prosta i obwodem kota.

7. Kat odcinka za$ to ten zawarty miedzy prosta i obwodem kota.

8. Kat w odcinku za$ jest katem zawartym miedzy polaczonymi prostymi, gdy
dowolny punkt jest obrany na obwodzie odcinka, a proste sa poprowadzone od
niego do krancow prostej, ktora jest podstawa odcinka.

9. Kiedy za$ prosta zawierajaca kat przetnie obwdd, wtedy méwi sie, ze kat
stoi na tym (obwodzie).

10. Wycinek kota za$ jest figura zawarta miedzy prostymi zawierajacymi kat i
obwodem odcietym przez nie, gdy kat jest utworzony w centrum kota.

11. Podobne odcinkami kota to te, ktére przyjmuja réwne katy lub w ktorych
katy sa wzajemnie rowne.

Twierdzenia

Twierdzenie 1

Zmnalez¢ centrum danego kota.
Niech ABC bedzie danym kolem. Nalezy wiec znalezé centrum kota ABC.
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Niech bedzie poprowadzona przez nie dowolna linia prosta AB i niech bedzie
przecieta na pét w punkcie D; i niech do AB bedzie poprowadzona do katow
prostych DC i niech bedzie przedtuzona do E; i niech CE bedzie przecieta na pot
w F. Twierdzg, ze F jest centrum kola ABC.

Jesli bowiem nie (jest), to jesli mozliwe, niech bedzie nim G i niech GA, GD
oraz GB beda polaczone. A skoro AD jest réwna DB, za$§ DG (jest) wspdlna, to
dwie AD, DG sa réwne dwém BD, DG odpowiednio. I podstawa GA jest réwna
podstawie GB, bo sa z centrum. Zatem trojkat ADG jest réwny trojkatowi GDB.
Kiedy za$ prosta jest przedluzeniem prostej tak, ze katy przylegte sa rowne, to
kazdy z réwnych katéw jest prosty; zatem kat GDB jest prosty. I FDB jest réwniez
prosty; zatem FDB jest réwny GBD, wigkszy mniejszemu; co jest niemozliwe.
Zatem G nie jest centrum kota ABC. Podobnie mozemy wykazaé, ze nie jest nim
zaden inny (punkt), z wyjatkiem F.

Zatem punkt F jest centrum kota ABC.

Whiosek

Stad jasne (jest), ze jesli prosta w kole przecina prosta na pdl pod katami
prostymi, to centrum kota jest na przecieciu. Co bylo do okazania.

Twierdzenie 2

Jedli na obwodzie kota obrane sa dowolnie dwa punkty, to prosta laczaca
punkty bedzie przebiegaé wewnatrz kota.

Niech ABC bedzie kotem i niech dwa punkty A, B beda obrane dowolnie na
jego obwodzie. Twierdze, ze prosta laczaca A z B bedzie przebiegaé¢ w kole.

Jesli bowiem nie, to jesli mozliwe, niech padnie na zewnatrz, jak AEB i niech
bedzie obrane centrum kota ABC, i niech bedzie on D; niech DA, DB beda potac-
zone i niech bedzie poprowadzona DFE.

Skoro rzeczywiscie DA jest réwna DB, zatem réwniez kat DAE jest réwny
DBE; a skoro zostal utworzony jeden bok AEB tréjkata DAE, zatem kat DEB
jest wiekszy od DAE. DAE za$ (jest) réwny DBE; zatem DEB (jest) wiekszy od
DBE. Skoro za$ wiekszy kat jest wyznaczony przez wiekszy bok, zatem DB (jest)
wiekszy od DE. DB za$ (jest) réwna DF. Zatem DF (jest) wiekszy od DE, mniejszy
od wigkszego; co jest niemozliwe. Zatem prosta laczaca A z B nie bedzie padaé na
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A

E B

zewnatrz kota. Podobnie mozemy wykazad, ze réwniez na samym obwodzie. Zatem
wewnatrz.

Tym sposobem, jedli na obwodzie kola obrane sa dowolnie dwa punkty, to
prosta laczaca punkty bedzie padaé¢ wewnatrz kota. Co byto do okazania.

Twierdzenie 3

Jesli w kole jaka$ prosta (przechodzac) przez centrum przecina na pél jakas
prosta nie (przechodzaca) przez centrum, to przecina ja réwniez pod katami prostymi;
i jesli przecina ja do katow prostych, to przecina ja roéwniez na pél.

C

D

Niech ABC bedzie kolem i niech prosta CD (przechodzac) przez centrum
przetnie prosta AB nie (przechodzaca) przez centrum w punkcie F. Twierdze, ze
przetnie ja réwniez (na poét).

Niech bedzie dane centrum kola ABC i niech to bedzie E, i niech EA, EB beda
polaczone.

A skoro AF jest réwna FB, za$ FE jest wspdlna, to dwa (boki tréjkata AFE) sa
réwne dwom (bokom tréjkata BFE). I podstawa EA (jest) réwna podstawie EB; za-
tem kat AFE jest réwny katowi BFE. Jedli zas prosta bedac przediuzeniem prostej
tworzy katy przylegajace rowne jeden drugiemu, to kazdy z tych réwnych katow
jest prosty; zatem kazdy z AFE, BFE jest prosty. Zatem CD (przechodzac) przez



[152] Piotr Btaszczyk, Kazimierz Mréwka

centrum i przecinajac AB nie (przechodzaca) przez centrum, réwniez przecina ja
do (katéw) prostych.

Ale niech CD przetnie AB. Twierdze, ze rowniez jg przetnie, a tym samym AF
jest réwna FB.

Skoro bowiem, przy uzyciu tej samej konstrukcji, EA jest réwna EB, to kat
EAF jest réwniez réwny EBF. I prosty AFE jest rowniez réwny prostemu BFE;
zatem EAF, EBF sg dwoma tréjkatami majacymi dwa katy réwne dwém katom
i jeden bok rowny jednemu bokowi, ich wspélny EF, i przylegajacy do jednego z
réwnych katéw; a zatem pozostate boki beda réwne pozostalym bokom; zatem AF
(jest) réwna FB.

Tym sposobem, jesli w kole jaka$ prosta (przechodzac) przez centrum przecina
na poél jakas prosta nie (przechodzaca) przez centrum, to réwniez przecina ja do
(katéw) prostych; i jesli przecina ja do (katéw) prostych, to réwniez przecina ja
na po6t. Co bylo do okazania.

Twierdzenie 4

Jesli w kole dwie proste przecinaja jedna druga i nie (przechodza) przez cen-
trum, to nie przecinaja jedna drugiej na pél.

B

Niech ABCD bedzie kolem i niech w nim dwie proste AC, BD, ktére nie (prze-
chodza) przez centrum, przecinaja jedna druga w E. Twierdze, ze nie przecinaja
jedna drugiej na pot.

Jedli bowiem mozliwe, niech przetna jedna druga na pél, w ten sposob, ze z
jednej strony AE jest réwna EC, z drugiej za$ BE (jest réwna) ED; i niech bedzie
znalezione centrum kota ABCD, i niech to bedzie F, i niech FE bedzie potaczony.

Skoro rzeczywiscie prosta (przechodzaca) przez centrum, FE, przecina na pél
jaka$ prosta nie (przechodzaca) przez centrum, AC, to przecina ja réwniez do
(katéw) prostych; zatem (kat) FEA (jest) prosty. Znowu, skoro jaka$ prosta FE
przecina na p6t jakas prosta BD, to przecina ja réwniez do (katéw) prostych; zatem
FEB (jest) prosty. Wykazano za$, ze réwniez FEA (jest) prosty; zatem ZEA jest
rowny FEB, mniejszy wigkszemu; co jest niemozliwe. Zatem AC, BD nie przecinaja
jedna drugiej na pot.

Tym sposobem, jeli w kole dwie proste przecinaja jedna druga i nie (prze-
chodza) przez centrum, to nie przecinaja jedna drugiej na pél. Co byto do okaza-
nia.
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Twierdzenie 5

Jesli dwa kola przetng jedno drugie, to nie bedg mialy tego samego centrum.

Niech bowiem kota ABC, CDG przetng jedno drugie w punktach B, C. Twierdze,
ze nie beda mialy tego samego centrum.

Jesli bowiem mozliwe, niech bedzie nim E i niech EC bedzie polaczony, i niech
EFG bedzie dowolnie poprowadzona przez (to kolo). A skoro punkt E jest centrum
kota ABC, to EC jest réwna EF. Znowu, skoro punkt E jest centrum kota CDG, to
EC jest ré6wna EG; zostalo za$ wykazane, ze réwniez EC (jest) réwna EF; zatem
rowniez EF jest réwna EG, mniejsza wiekszej; co jest niemozliwe. Zatem punkt E
nie jest centrum két ABC, CDG.

Tym sposobem, jesli dwa kola przetng jedno drugie, to nie beda mialy tego
samego centrum. Co byto do okazania.

Twierdzenie 6

Jesli dwa kola stykaja sie ze soba, to nie beda mialy tego samego centrum.

C

A

Niech bowiem dwa kota ABC, CDE stykaja sie ze soba w punkcie C. Twierdze,
ze nie beda mialy tego samego centrum.
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Jesli bowiem mozliwe, niech bedzie nim F i niech F, C beda potaczone, i niech
FEB bedzie dowolnie poprowadzona przez (kolo).

Skoro rzeczywiscie punkt F jest centrum kota ABC, to FC jest réwna FB.
Znowu, skoro punkt F jest centrum kota CDE, to FC jest réwna FE. Zostalo zas
wykazane, ze (jest) réwna FB; zatem réwniez FE jest réwna FB, mniejsza wigkszej;
co jest niemozliwe. Zatem punkt F nie jest centrum két ABC, CDE.

Tym sposobem, jedli dwa kola stykaja sie ze soba, to nie beda mialy tego
samego centrum. Co bylo do okazania.

Twierdzenie 7

Jedli na $Srednicy kota jest obrany punkt, ktoéry nie jest centrum kota, zas
z tego punktu beda padaé¢ na kolo jakies proste, to z jednej strony najwieksza
bedzie ta, na ktérej (jest) centrum, z drugiej zas najmniejsza reszta (Srednicy); zas
z pozostalych, ta blizsza tej przez centrum bedzie zawsze wieksza od tej dalszej;
za$ tylko dwie réwne beda padaé¢ z punktu na kole, po jednej z kazdej (strony)
najmniejszej (prostej).

C G

Niech ABCD bedzie kotem, zas AD bedzie jego Srednica i niech na AD bedzie
obrany punkt F, ktéry nie jest centrum kota, zas centrum kota niech bedzie E, i
niech z F proste FB, FC, FG beda padaé¢ na kolo ABCD. Twierdze, ze z jednej
strony FA jest najwieksza, z drugiej za$ FD jest najmniejsza, a z pozostatych, z
jednej strony FB (jest) wigksza od FC, z drugiej za$ FC od FG.

Niech bowiem beda potaczone BE, CE, GE. A skoro w kazdym tréjkacie dwa
boki sa wieksze od pozostalego, to EB, EF sa wieksze od BF. AE za$ (jest) réwna
BE, zatem BE, EF sa rowne AF; zatem AF (jest) wigksza od BF. Znowu, skoro BE
jest réwna CE i FE (jest) wspdlna, to dwie BE, EF sa réwne dwém CE, EF. Ale
réwniez kat BEF (jest) wigkszy od kata CEF. Zatem podstawa BF jest wigksza
od podstawy CF, dlatego rowniez CF jest wigksza od FG.

Znowu, skoro GF, FE sa wigksze od EG, za$ EG (jest) réwna ED, to GF,
FE sa wicksze od ED. Niech EF bedzie odjeta od obu; zatem reszta GF jest
wieksza od reszty FD. Zatem z jednej strony FA (jest) najwieksza, z drugiej za$
FD najmniejsza, i z jednej strony FB (jest) wieksza od FC, z drugiej zas§ FC od
FG.
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Twierdze, ze réwniez z punktu F tylko dwie réwne (proste) padng na koto
ABCD, po jednej z kazdej (strony) najmniejszej FD. Niech bowiem na prostej EF
i w punkcie E na niej bedzie utworzony FEH rowny katowi GEF i niech FH bedzie
dolaczona. Skoro rzeczywiscie GE jest réwna EH, za$ EF (jest) wspdlna, to dwa
boki GE, EF sa réwne dwém bokom HE, EF; i kat GEF jest réwny katowi HEF;
zatem podstawa FG jest réwna podstawie FH. Twierdze wiec, ze inna (prosta)
rowna FG nie bedzie padaé¢ na kolo z punktu F; jesli bowiem mozliwe, to niech
FK bedzie pada¢. A skoro FK jest réwna FG, ale FH jest réwna FG, to rowniez
FK jest rowna FH, blizsza tej przez centrum réwna tej dalszej; co jest niemozliwe.
Zatem inna (prosta) réwna GF nie bedzie padaé¢ z punktu F na koto; zatem tylko
jedna.

Tym sposobem, jesli na $rednicy kota jest obrany punkt, ktory nie jest cen-
trum kola, za$ z tego punktu beda padaé na koto jakies proste, to z jednej strony
najwieksza bedzie ta, na ktérej (jest) centrum, z drugiej za$ najmniejsza reszta
($rednicy); za$ z pozostalych, ta (prosta) blizsza tej (prostej przechodzacej) przez
centrum bedzie zawsze wigksza od tej dalszej; zas tylko dwie réwne (proste) beda
padaé z punktu na kole, po jednej z kazdej (strony) najmniejszej (prostej). Co bylo
do okazania.

Twierdzenie 8

Jesli jaki$ punkt jest obrany na zewnatrz kola, zas jakie$ proste sa poprowad-
zone z punktu do kota, z ktérych jedna (przechodzi) przez centrum, pozostale zas
poprowadzone sa dowolnie, to z jednej strony, z prostych padajacych na wklesty ob-
wod, ta (przechodzaca) przez centrum jest najwigksza, z drugiej za$, z tych innych,
ta (prosta) blizsza (prostej przechodzacej) przez centrum jest zawsze wigksza od
dalszej; z jednej strony, z prostych padajacych na wypukly obwédd, najmniejsza jest
ta pomiedzy punktem i obwodem, z drugiej za$, z tych innych, ta (prosta) blizsza
najmniejszej jest zawsze mniejsza od tej bardziej oddalonej; zas tylko dwie réwne
(proste) beda padaé z punktu na kolo, po jednej z kazdej (strony) tej najmniejszej
(prostej).

Niech ABC bedzie kotem i niech punkt D bedzie obrany na zewnatrz ABC, i
niech proste DA, DE, DF, DC beda poprowadzone do (kola), i niech DA bedzie
(przechodzié) przez (centrum). Twierdze, ze z jednej strony, z prostych padaja-
cych na wklesty obwéd AEFC, AD (przechodzaca) przez centrum jest najwigksza,
z drugiej za§ DE jest wigksza od DF i DF od DC; z jednej strony, z prostych
padajacych na wypukly obwéd HLKG, najmniejsza jest DG pomiedzy punktem i
obwodem AG, z drugiej za$ blizsza do najmniejszej DG jest zawsze mniejsza od
tej bardziej oddalonej, DG od DL i DL od DH.

Niech bowiem bedzie obrane centrum kota ABC i niech nim bedzie M; niech
ME, MF, MC, MK, ML, MH beda polaczone.

A skoro AM jest réwna EM, to niech MD bedzie dodana do kazdej; zatem,
AD jest réwna EM, MD. Ale EM, MD jest wicksza od ED; zatem réwniez AD
jest wieksza od ED. Znowu, skoro za§ ME jest réwna MF i MD jest wspdlna,
to EM, MD sa réwnie FM, MD; i kat EMD jest wigkszy od kata FMD; zatem
podstawa ED jest wieksza od podstawy FD. Podobnie za$ mozemy wykazac, ze
FD jest wicksza od CD; zatem z jednej strony DA (jest) najwicksza, z drugiej zas
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D

DE wieksza od DF i DF od DC.

A skoro MK, KD sa wigksze od MD, za§ MG (jest) réwna MK, to reszta KD
jest wigksza od reszty GD; tak iz GD jest mniejsza od KD; a skoro na jednym
z bokéw tréjkata MLD zbudowane zostaly dwie proste MK, KD, spotykajace sie
wewnatrz, zatem MK, KD sa mniejsze od ML, LD; za$ MK jest réwna ML; zatem
reszta DK jest mniejsza od reszty DL. Podobnie mozemy wykazaé, ze rowniez DL
jest mniejsza od DH; zatem z jednej strony DG (jest) najmniejsza, z drugiej za$
DK (jest) mniejsza od DL, a DL od DH.

Twierdze réwniez, ze tylko dwie réwne (proste) beda padaé z punktu D na koto,
po jednej z kazdej (strony) najmniejszej DG; niech na prostej MD i w punkcie
M na niej bedzie zbudowany kat DMB réowny katowi KMD i niech DB bedzie
polaczona. A skoro MK jest réwna MB, zas MD (jest) wspélna, to odpowiednio
dwie KM, MD sg réwne dwém BM, MD; i kat KMD (jest) réwny katowi BMD;
zatem podstawa DK jest réwna podstawie DB. Twierdze, Zze inna prosta réwna
DK nie padnie na kolo z punktu D; jesli bowiem mozliwe, niech padnie i niech nia
bedzie DN. Skoro rzeczywiscie DK jest rowna DN, a DK jest rowna DB, to réwniez
DB jest réwna DN, blizsza do najmniejszej réwna tej dalszej; co jest niemozliwe,
jak zostalo wykazane. Zatem nie wiecej niz dwie réwne (proste) beda padaé na
koto ABC z punktu D, po jednej z kazdej (strony) najmniejszej DG.

Tym sposobem, jesli jaki§ punkt jest obrany na zewnatrz kola, za$ jakie$ proste
sa poprowadzone z punktu do kola, z ktérych jedna (przechodzi) przez centrum,
pozostale zas poprowadzone sg dowolnie, to z jednej strony, z prostych padajacych
na wklesty obwod, ta (przechodzaca) przez centrum jest najwigksza, z drugiej
za$, z tych innych, ta (prosta) blizsza (prostej przechodzacej) przez centrum jest
zawsze wieksza od jednej dalszej; z jednej strony, ta z prostych padajacych na
wypukly obwdd, najmniejsza jest ta pomiedzy punktem i obwodem, z drugiej za$,
z tych innych, ta (prosta) blizsza najmniejszej jest zawsze mniejsza od tej bardziej
oddalonej; za$ tylko dwie réwne (proste) beda padaé z punktu na kolo, po jednej
z kazdej (strony) tej najmniejszej (prostej). Co byto do okazania.
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Twierdzenie 9

Jesli jakis punkt jest obrany wewnatrz kola i wiecej niz dwie réwne proste
padaja z tego punktu na koto, to obrany punkt jest centrum kota.

L

B F

H

Niech ABC bedzie kotem, za§ D punktem w nim i niech z D na kolo ABC
beda padaé¢ wiecej niz dwie réwne proste, DA, DB, DC. Twierdze, ze punkt D jest
centrum kota.

Niech bowiem AB, BC beda potaczone i podzielone na pét w punktach E; F| i
niech ED, FD beda polaczone, niech beda poprowadzone do punktéw G, K, H, L.

Skoro rzeczywiscie AE jest réwna EB, zas ED (jest) wspélna, to dwie AE, ED
sa réwne dwém BE, ED; i podstawa DA (jest) réwna podstawie DB; zatem kat
AED jest réwny katowi BED. Zatem kazdy z katéw AED, BED jest prosty; zatem
GK przecina AB na pél i do (katéw) prostych. A skoro w kole jaka$ prosta przecina
jaka$ prosta na pét i do (katéw) prostych, to centrum kola jest na przecinajacej,
zatem centrum kota jest na GK. Dlatego réwniez centrum kota ABC jest na HL. I
proste GK, HL nie maja zadnego wspélnego punktu procz D; zatem punkt D jest
centrum kota ABC.

Tym sposobem, jesli jaki§ punkt jest obrany na zewnatrz kota, zas wiecej niz
dwie rowne proste padaja z punktu na koto, to obrany punkt jest centrum kota.
Co byto do okazania.

Twierdzenie 10

Koto nie przecina kota w wigcej niz dwdch punktach.

Jesli bowiem mozliwe, to niech kolo ABC przetnie kolo DEF w wiecej niz
dwdéch punktach, B, C, F, H; i niech BH, BG beda potaczone i przeciete na pot w
punktach K, L; i niech KC, LM beda poprowadzone do (katéw) prostych do BH,
BG z K, L i niech beda przedtuzone do punktéw A, E.

Skoro rzeczywiscie w kole ABC prosta AC przecina prosta BH na pét i do
(katéw) prostych, to centrum kota ABC jest na AC. Znowu, skoro w tym samym
kole ABC prosta NO przecina BG na pél i do (katéw) prostych, to centrum kola
ABC jest na NO. Zostalo za$ réwniez wykazane, ze na AC i proste AC, NO nie
spotykaja w zadnym innym niz w P; zatem punkt P jest centrum kota ABC.
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Podobnie mozemy wykazaé, ze P jest réwniez centrum kota DEF; zatem dwa
przecinajace si¢ kota ABC, DEF, maja to samo centrum P. Co jest niemozliwe.

Tym sposobem, koto nie przecina kota w wiecej niz dwéch punktach. Co byto
do okazania.

Twierdzenie 11

Jedli dwa kota stykaja sie ze soba wewnetrznie i obrane sg ich centra, to ut-
worzona prosta taczaca ich centra bedzie padaé¢ na punkt stycznosci két.

C

Niech bowiem dwa kolta ABC, ADE stykaja sie wewnetrznie w punkcie A i
niech bedzie obrane centrum F kota ABC i (centrum) G (kola) ADE. Twierdze,
ze utworzona prosta taczaca G z F bedzie padaé¢ na A.

Jesli bowiem nie, to jesli mozliwe, niech bedzie pada¢ jak FGH i niech AF, AG
beda polaczone.

Skoro rzeczywiscie AG, GH sa wigksze od FA, to znaczy od FH, to niech FG
bedzie odjeta od kazdej; zatem reszta AG jest wigksza od reszty GH. Zas AG
(jest) réwna GD; zatem réwniez GD jest wieksza od GH, mniejsza od wiekszej. Co
jest niemozliwe. Zatem prosta laczaca F z G nie bedzie pada¢ na zewnatrz; zatem
bedzie pada¢ w A na styku.
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Tym sposobem, jesli dwa kola stykaja sie ze soba wewnetrznie i obrane sg ich
centra, to utworzona prosta laczaca ich centra bedzie pada¢ na punkt stycznosci
két. Co bylo do okazania.

Twierdzenie 12

Jedli dwa kola stykaja sie zewnetrznie, to (prosta) laczaca ich centra bedzie
przechodzi¢ przez punkt stycznodci.

B

N

E

Niech bowiem dwa kota ABC, ADE beda sie styka¢ zewnetrznie w punkcie A
i niech bedzie obrane centrum F (kota) ABC. Twierdze, ze prosta laczaca F z G
bedzie przechodzié¢ przez punkt stycznosci A.

Jesli bowiem nie, to jesli mozliwe, niech bedzie przechodzi¢ jak FCDG i niech
AF, AG beda polaczone.

Skoro rzeczywiscie punkt F jest centrum kota ABC, to FA jest réwna FC.
Znowu, skoro punkt G jest centrum kota ADE, to GA jest rowna GD. Zostalo za$
wykazane, ze rowniez FD; zatem FA, AG sa réwne FC, GD; to znaczy cala FG
jest wieksza od FA, AG. Ale rowniez mniejsza. Co jest niemozliwe. Zatem prosta
taczaca F z G nie moze nie przechodzié¢ przez punkt stycznoéci A. Zatem bedzie
przez niego przechodzic.

Tym sposobem, jesli dwa kola stykaja sie zewnetrznie, to (prosta) taczaca ich
centra bedzie przechodzié¢ przez punkt stycznoéci. Co bylo do okazania.

Twierdzenie 13

Koto styka sie z kotem w nie wiecej niz jednym punkcie, czy stykaja sie
wewnetrznie czy zewnetrznie.

Jesli bowiem mozliwe, to niech kolo ABDC bedzie sie styka¢ z kolem EBFD,
wpierw wewnetrznie, w wiecej niz jednym punkcie, D, B.

I niech z jednej strony bedzie obrane centrum G kota ABDC, z drugiej za$
(centrum) H (kota) EBFD.
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Zatem (prosta) laczaca G z H bedzie padaé na B, D; niech bedzie padaé jak na
BGHD. A skoro punkt G jest centrum kota ABCD, to BG jest réwna GD; zatem
BG (jest) wigksza od HD; zatem BH (jest) duzo wigksza od HD. Zatem, skoro
punkt H jest centrum kota EBFD, to BH jest rowna HD. Zostato zas wykazane,
ze réwniez duzo wigksza od niej. Co jest niemozliwe. Zatem koto nie styka sie z
kotem w wiecej niz jednym punkcie.

Twierdze, ze nie styka si¢ réwniez zewnetrznie.

Jesli bowiem mozliwe, to niech kolo ACK bedzie sie stykaé¢ z kotem ABDC
zewnetrznie w wiecej niz jednym punkcie A, C i niech AC beda potaczone.

Skoro rzeczywiscie dwa punkty kota, A, C, zostaly obrane dowolnie na ob-
wodzie kazdego z kot ABDC, ACK, to prosta taczaca punkty bedzie padaé¢ wewnatrz
kazdego (kota). Ale bedzie pada¢ wewnatrz kota ABCD i na zewnatrz ACK. Co jest
niedorzeczne. Zatem koto nie styka si¢ z kolem zewnetrznie w wiecej niz jednym
punkcie; zostalo zas wykazane, ze réwniez wewnetrznie.

Tym sposobem, kolo styka sie z kolem w nie wigcej niz jednym punkcie, czy
stykaja si¢ wewnetrznie czy zewnetrznie. Co byto do okazania.

Twierdzenie 14

W kole rowne proste sg w rownej odlegtosci od centrum i te, ktore sa w réwnej
odlegtosci od centrum, sg réwne jedna drugiej.

Niech ABDC bedzie kotem i niech AB, CD beda w nim réwnymi prostymi.
Twierdze, ze AB, CD sg w réwnej odleglosci od centrum.

Niech bowiem bedzie obrane centrum kota ABDC i niech nim bedzie E; i niech
z E poprowadzone bedg EF, EG prostopadle do AB, CD; i niech AE, EC beda
potlaczone.

Skoro rzeczywiscie prosta EF| przez centrum kola, przecina prosta AB, nie
przez centrum, do (katéw) prostych, to réwniez przecina ja na pél. Zatem AF
(jest) réwna FB; zatem AB (jest) podwojeniem AF. Dlatego réwniez CD jest
podwojeniem CG i AB jest réwna CD; zatem réwniez AF (jest) réwna CG. A
skoro AE jest réwna EC, to réwniez (kwadrat) na AE jest réwny (kwadratowi)
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A

na EC. Ale z jednej strony (kwadraty) na AF, EF (sa) réwne (kwadratowi) na
AE, bowiem kat F (jest) prosty; z drugiej zas (kwadraty) na EG, GC (sa) réwne
(kwadratowi) na EC, bowiem kat w G (jest) prosty. Zatem (kwadraty) na AF,
FE sa réwne (kwadratom) na CG, GE, z ktorych (kwadrat) na AF jest réwny
(kwadratowi) na CG, bowiem AF jest réwna CG; zatem reszta, (kwadrat) na FE,
jest réwna (kwadratowi) na EG; zatem EF (jest) réwna EG. Bylo za$ powiedziane,
ze w kole proste sa w réwnej odlegloéci od centrum, gdy poprowadzone do nich
prostopadle sa réwne. Zatem AB, CD sa w réwnej odlegtosci od centrum.

Niech wigc proste AB, CD beda w réwnej odleglosci od centrum, to znaczy
niech EF bedzie rowna EG. Twierdze, ze rowniez AB jest réwna CD.

Podobnie bowiem mozemy wykazaé, przy uzyciu tej samej konstrukcji, ze z
jednej strony AB jest podwojeniem AF, z drugiej zas CD (jest podwojeniem) CG.
A skoro AE jest réwna CE, to (kwadrat) na AE jest réwny (kwadratowi) na CE.
Ale 7z jednej strony (kwadraty) na EF, FA sg réwne (kwadratowi) na AE, z drugiej
za$ (kwadraty) na EG, GC réwne (kwadratowi) na CE. Zatem (kwadraty) na EF,
FA sa réwne (kwadratom) na EG, GC, z ktérych (kwadrat) na EF jest réwny
(kwadratowi) na EG, bowiem EF (jest) réwna EG; zatem pozostaly (kwadrat)
na AF jest réwny (kwadratowi) na CG. Zatem AF (jest) réowna CG; i z jednej
strony AB jest podwojeniem AF, z drugiej za$ CB podwojeniem CG; zatem AB
jest réwna CD.

Tym sposobem, w kole réwne proste sa w rownej odlegtoséci od centrum i te,
ktore sa w réwnej odlegtoéci od centrum, sa réwne jedna drugiej. Co bylo do
okazania.

Twierdzenie 15

W kole, z jednej strony najwieksza (prosta jest) érednica, z drugiej za$ w przy-
padku pozostalych najblizsza centrum jest zawsze wieksza od bardziej oddalone;j.

Niech ABCD bedzie kotem, za$ AD niech bedzie jego srednicg, centrum za$
E; i niech BC bedzie blizej érednicy AD, zas FD bardziej oddalona. Twierdze, ze
z jednej strony AD jest najwicksza, z drugiej zas BC wicksza od FG.

Niech EH, EK beda poprowadzone z centrum E do (katéw) prostych do BC,
FG. A skoro z jednej strony BC jest blizej centrum, z drugiej za$ FG bardziej odd-
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alona, to EK (jest) wieksza od EH. Niech EL bedzie réwna EH i niech LM bedzie
poprowadzona przez L do (katéw) prostych do EK; i niech bedzie poprowadzona
do N, i niech ME, EN, FE, EG beda potaczone.

A skoro EH jest réwna EL, to réwniez BC jest réwna MN. Znowu, skoro z
jednej strony AE jest réwna EM, z drugiej za$ ED (jest réwna) EN, to AD jest
réwna ME, EN. Ale ME, EN sa wicksze od MN; i MN (jest) réwna BC. Zatem
AD jest wieksza od BC. A skoro dwie ME, EN sa réwne dwém FE, EG i kat MEN
(jest) wiekszy od kata FEG, to podstawa MN jest wieksza od podstawy FG. Ale
zostalo wykazane, ze MN (jest) réwna BC. Zatem z jednej strony $rednica AD jest
najwieksza (prosta), z drugiej za$ BC (jest) wieksza od FG.

Tym sposobem, w kole, z jednej strony najwicksza (prosta jest) $rednica, z
drugiej za$ w przypadku pozostalych najblizsza centrum jest zawsze wigksza od
bardziej oddalonej. Co byto do okazania.

Twierdzenie 16

(Prosta) poprowadzona do $rednicy kota do (katéw) prostych z jego kratica
bedzie pada¢ na zewnatrz kola, a inna prosta nie bedzie mogta by¢ umieszczona w
przestrzeni miedzy prosta i obwodem; i z jednej strony kat potokregu jest wigkszy
od kazdego kata ostrego prostoliniowego, z drugiej za$ reszta (jest) mniejsza od
(kazdego kata ostrego prostoliniowego).

Niech ABC bedzie kolem z centrum D i $rednicy AB. Twierdze, ze (prosta)
poprowadzona z A do AB pod katem prostym z jego krarica bedzie padaé na
zewnatrz kota.

Jesli bowiem nie, to jesli mozliwe, niech bedzie pada¢ wewnatrz jako CA i
niech DC beda potaczone.

Skoro DA jest réwna DC, to réwniez kat DAC jest réwny katowi ACD; za§ DAC
jest prosty; zatem réwniez ACD (jest) prosty; tak wiec w tréjkacie ACD dwa katy
DAC, ACD sg réwne dwém (katom) prostym. Co jest niemozliwe. Zatem (prosta)
narysowana z punktu A do (katéw) prostych do BA, nie bedzie pada¢ wewnatrz
kola. Podobnie mozemy wykazaé, ze nie bedzie takze (pada¢) na obwdd; zatem
(bedzie padaé) na zewnatrz.
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Niech bedzie padaé jak AE. Twierdze wiec, Zze inna prosta nie bedzie mogta
by¢ umieszczona w przestrzeni miedzy prosta AE i obwodem CHA.

Jesli bowiem mozliwe, to niech bedzie umieszczona jak FA i niech DG bedzie
poprowadzona z punktu D prostopadle do FA. A skoro AGD jest prosty, zas§ DAG
mniejszy od prostego, to AD (jest) wieksza od DG; za$ DA (jest) réwna DH. Zatem
DH (jest) wieksza od DG, mniejsza od wiekszej. Co jest niemozliwe. Zatem inna
prosta nie moze by¢ umieszczona w przestrzeni miedzy prosta i obwodem.

Twierdze réwniez, ze z jednej strony kat pétokregu zawarty miedzy prosta BA
i obwodem CHA jest wigkszy od kazdego kata ostrego prostoliniowego, z drugiej
za$ reszta zawarta miedzy obwodem CHA i prosta AE jest mniejsza od kazdego
kata ostrego prostoliniowego.

Jesli bowiem kazdy kat ostry prostoliniowy jest wiekszy od zawartego miedzy
prosta BA i obwodem CHA lub mniejszy od zawartego miedzy obwodem CHA i
prosta AE, to prosta moze by¢ umieszczona w przestrzeni miedzy obwodem CHA i
prosta EA; tak iz utworzy, z jednej strony, (kat) zawarty miedzy prostymi, wiekszy
od kata zawartego miedzy prosta BA i obwodem CHA, z drugiej zas mniejszy
od (kata) zawartego miedzy obwodem CHA i prosta AE. Ale taka (prosta) nie
moze by¢ umieszczona. Zatem (kat) ostry zawarty miedzy prostymi nie moze by¢
wiekszy od kata zawartego miedzy prostymi BA i obwodem CHA, ani mniejszy od
zawartego miedzy obwodem CHA i prosta AE.

Whniosek

Stad jasne (jest), ze (prosta) poprowadzona pod katami prostymi do $rednicy
kola z jego krancéw styka sie z kolem i ze prosta styka sie z kotem w jednym
punkcie, jak to réwniez zostalo wykazane, ze (prosta) spotykajaca (koto) w dwdch
(punktach) pada do wewnatrz (kota). Co bylo do okazania.

Twierdzenie 17

7 danego punktu poprowadzi¢ prosta stykajaca sie z danym kotem.

Niech z jednej strony A bedzie danym punktem, z drugiej zas BCD danym
kotem. Nalezy wiec z punktu A poprowadzié¢ prosta stykajaca sie z kotem BCD.

Niech bowiem bedzie obrane centrum E kola i niech AE bedzie polaczona; i
niech z jednej strony AFG bedzie narysowane z centrum E i o promieniu EA; z
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drugiej za$ niech DF bedzie poprowadzona z D do (katéw) prostych do EA; i niech
EF i AB beda polaczone.

Skoro bowiem E jest centrum kot BCD, AFG, to z jednej strony EA jest
réwna EF, z drugiej za§ ED (jest réwna) EB. Tak wiec AE, EB sa réwne dwém
FE, ED i zawieraja wspélny kat w E. Zatem podstawa DF jest rowna podstawie
AB i tréjkat DEF jest réwny tréjkatowi EBA, i pozostale tréjkaty (sa réowne)
pozostalym katom. Zatem EDF jest réwny EBA. EDF za$ (jest) prosty. Zatem
réwniez EBA (jest) prosty. I EB jest promieniem; i (prosta) poprowadzona pod
katem prostym do srednicy kota z jego krancéw, styka sie z kolem. Zatem AB
styka sie z kotem BCD.

A zatem z danego punktu A zostala poprowadzona prosta AB stykajaca sie¢ z
kotem BCD. Co byto do wykonania.

Twierdzenie 18

Jedli jaka$ prosta styka sie z kotem, za$ inna prosta zostata polaczona z cen-
trum do punktu stycznosci, to tak polaczona bedzie prostopadla do stycznej.

E

Niech prosta DE styka si¢ z kotem ABC w punkcie C i niech bedzie znalezione
centrum F kota ABC i niech FC bedzie potgczona z F do C. Twierdze, ze FC jest
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prostopadia do DE.
Jesli bowiem nie, to niech FG bedzie poprowadzona z F prostopadle do DE.

Skoro rzeczywiscie FGC jest katem prostym, to FCG jest ostry; i wiekszy
kat lezy naprzeciwko wigkszego boku. Zatem FC (jest) wieksza od FG; za$ FC
(jest) réwna FB. Zatem réwniez FB jest wicksza od FG, mniejsza od wiekszej. Co
jest niemozliwe. Zatem FG nie jest prostopadla do DE. Podobnie wiec mozemy
wykazaé, ze réwniez zadna inna z wyjatkiem FC. Zatem FC jest prostopadta do
DE.

Tym sposobem, jesli jaka$ prosta styka sie z kolem, za$ (inna) prosta zostala
polaczona z centrum do punktu stycznosci, to tak polaczona bedzie prostopadia
do stycznej. Co byto do okazania.

Twierdzenie 19
Jesli jaka$ prosta styka sie z kotem, za$ linia prosta zostala poprowadzona z

punktu stycznosci do katéw prostych do stycznej, to centrum kota bedzie na tak
poprowadzonej (prostej).

A

D C E

Niech bowiem prosta DE styka si¢ z kolem ABC w punkcie C i niech z C
bedzie poprowadzona CA do (katéw) prostych do DE. Twierdze, ze centrum kota
jest na AC.

Jesli bowiem nie, jesli mozliwe, to niech F bedzie (centrum kola) i niech CF
beda polaczone.

Skoro rzeczywiscie prosta DE styka sie¢ z kotem ABC i FC zostata polaczona
z centrum do punktu stycznosci, to FC jest prostopadla do DE. Zatem FCE jest
(katem) prostym. ACE za$ réwniez (jest katem) prostym; zatem FCE jest réwny
ACE, mniejszy wiekszemu. Co jest niemozliwe. Zatem F nie jest centrum kota
ABC. Podobnie mozemy wykazaé, ze zaden inny (z wyjatkiem jednego) na AC.

Tym sposobem, jesli jakas prosta styka sie z kotem, za$ linia prosta zostata
poprowadzona z punktu stycznosci do (katéw) prostych do stycznej, to centrum
kola bedzie na tak poprowadzonej (prostej). Co bylo do okazania.
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Twierdzenie 20

W kole kat w centrum jest podwojeniem tego na obwodzie, podczas gdy katy
maja taki sam obwod podstawy.

A

Niech bowiem ABC bedzie kotem i z jednej strony niech BEC bedzie katem
w jego centrum, z drugiej za§ BAC (katem) na obwodzie, i niech maja taki sam
obwdd podstawy BC. Twierdze, ze kat BEC jest podwojeniem BAC.

Niech bowiem AE beda potaczone i poprowadzone do F.

Skoro rzeczywiscie EA jest réwna EB, to réwniez kat EAB (jest) réwny EBA.
Zatem katy EAB, EBA sa podwojeniem EAB; za$ kat BEF (jest) réwny EAB,
EBA; zatem réwniez BEF jest podwojeniem EAB. Dlatego réwniez FEC jest pod-
wojeniem EAC. Zatem caly BEC jest podwojeniem catego BAC.

Znowu, niech inna bedzie ztamana i niech bedzie inny kat BDC, i niech potac-
zone DE beda przedtuzone do G. Podobnie mozemy wykazaé¢, ze kat GEC jest
podwojeniem EDC, w ktéorym GEB jest podwojeniem EDB. Zatem reszta BEC
jest podwojeniem (reszty) BDC.

Tym sposobem, w kole kat w centrum jest podwojeniem tego na obwodzie,
podczas gdy katy maja taki sam obwdd podstawy. Co byto do okazania.

Twierdzenie 21

W kole katy na tym samym odcinku sa sobie rowne.

A

N
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Niech ABCD bedzie kotem i niech katy BAD, BED beda katami na tym samym
odcinku (kola) BAED. Twierdze, ze katy BAD, BED sa réwne sobie.

Niech bowiem bedzie obrane centrum kota ABCD i niech nim bedzie F, i niech
BD, FD beda potlaczone.

A skoro z jednej strony kat BFD jest w centrum, z drugiej zas BAD na ob-
wodzie i maja ten sam obwdd podstawy BCD, to kat BFD jest podwojeniem BAD.
Dlatego BDF réwniez jest podwojeniem BED. Zatem BAD (jest) réwny BED.

Tym sposobem, w kole katy na tym samym odcinku (kola) sa sobie réwne.

Twierdzenie 22

Katy przeciwlegle czworokatéw w kole (sa) réwne dwoém (katom) prostym.

B

D

Niech ABCD bedzie kotem i niech ABCD bedzie czworokatem w nim. Twierdzeg,
ze katy przeciwlegle czworokatéw w kole sa réwne dwoém (katom) prostym.

Niech AC, BD beda potaczone.

Skoro rzeczywiscie w kazdym tréjkacie trzy katy sa réwne dwém (katom)
prostym, to trzy katy CAB, ABC, BCA tréjkata ABC sa réwne dwém katom
prostym. Z jednej strony CAB (jest) réwny BDC, bowiem sa na tym samym od-
cinku BADC, z drugiej zas ACB (jest réwny) ADB, bowiem sa na tym samym
odcinku ADCB. Zatem caly ADC jest rowny BAC, ACB; niech ABC bedzie do-
dany do obu. Zatem ABC, BAC, ACB sa rowne ABC, ADC. Ale ABC, BAC, ACB
sa réwne dwom (katom) prostym. Zatem réwniez ABC, ADC sa réwne dwém (ka-
tom) prostym. Podobnie mozemy wykazaé, ze réwniez katy BAD, DCB sa réwne
dwém (katom) prostym.

Tym sposobem, katy przeciwlegle czworokatéw w kole (sa) réwne dwém (ka-
tom) prostym. Co bylo do okazania.

Twierdzenie 23

Na tej samej prostej nie mozna zbudowaé¢ dwéch podobnych i nieréwnych od-
cinkéw kot na tym samym boku.

Jesli bowiem mozliwe, to niech na tej samej prostej AB beda zbudowane dwa
podobne i nieréwne odcinki k6t ACB, ADB na tym samym boku i niech ACD
bedzie poprowadzona przez (te odcinki két), i niech CB, DB beda polaczone.
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Skoro rzeczywiscie odcinek ACB jest podobny do odcinka ADB i podobne
odcinki kot sa takie, ze przyjmuja rowne katy, to kat ACB jest rowny ADB,
zewnetrzny wewnetrznemu. Co jest niemozliwe.

Tym sposobem, na tej samej prostej nie mozna zbudowaé dwoch podobnych i
nieréwnych odcinkéw kél na tym samym boku. Co byto do okazania.

Twierdzenie 24

Podobne odcinki k6t na prostych sg sobie réwne.

E

C D

Niech bowiem AEB, CFD beda podobnymi odcinkami két na prostych AB,
CD. Twierdze, ze odcinek AEB jest réwny odcinkowi CFD.

Niech bowiem odcinek AEB bedzie natozony na CFD i z jednej strony punkt
A bedzie postawiony na C, z drugiej zas prosta AB na CD; zatem réwniez punkt B
bedzie pasowal do punktu D, bowiem AB jest réwna CD. Jesli AB pasuje do CD, to
AEB bedzie pasowal do CFD. Jesli bowiem prosta AB pasuje do CD, za$ odcinek
AEB nie pasuje do CFD, to bedzie padaé albo na zewnatrz albo do wewnatrz, albo
przesuniety jak CGD; i koto bedzie przecinaé koto w wiecej niz dwdch punktach.
Co jest niemozliwe. Zatem, jedli prosta AB pasuje do CD, to rowniez odcinek AEB
nie moze nie pasowa¢ do CFD. Zatem bedzie pasowac i bedzie mu réwny.

Tym sposobem, podobne odcinki kot na prostych sa sobie réwne. Co bylo do
okazania.
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Twierdzenie 25

Dla danego odcinka kota, dopelni¢ kolo, z ktérego jest odcinek.

A A A
B D B D B D
C C C

Niech ABC bedzie danym odcinkiem kota. Nalezy wiec dopetnié koto, z ktorego
jest odcinek.

Niech bowiem AC bedzie podzielone na pél w D i niech DB bedzie poprowad-
zona z punktu D do (katéw) prostych do AC, i niech AB beda polaczone. Zatem
kat ABD jest wigkszy, réwny lub mniejszy od BAD.

Niech bedzie wpierw wiekszy i niech BAE, réwny katowi ABD bedzie utwor-
zony na prostej BA w punkcie A na niej, i niech DB bedzie poprowadzona przez
E, i niech EC bedzie polaczona. Skoro rzeczywiscie kat ABE jest réwny BAE,
to réwniez prosta EB jest réwna EA. A skoro AD jest réwna DC, za$ DE (jest)
wspélna, to dwie AD, ED sa réwne dwém CD, DE; i kat ADE jest réwny katowi
CDE; zatem kazdy z nich jest prosty. Zatem podstawa AE jest réwna podstawie
CE. Ale zostalo wykazane, ze AE (jest) réwna BE; zatem réwniez trzy (proste)
AE, EB, EC sa sobie réwne. Zatem koto narysowane z centrum E i promieniem jed-
nym z AE, EB, EC, przejdzie réwniez przez pozostate punkty i bedzie dopelnione.
Zatem koto zostalo dopelnione z danego odcinka kota. I jasne, ze odcinek ABC
jest mniejszy od potkola, bowiem centrum E pada poza nim.

Podobnie, jesli kat ABD jest réwny BAD, (skoro) AD staje si¢ réwna kazdej z
BD, DC, to trzy DA, DB, DC beda sobie réwne i D bedzie centrum dopelnionego
kota, i oczywiscie ABC bedzie pétkolem. Jesli zas ABD jest mniejszy od BAD i
na prostej BA oraz w punkcie A na niej utworzymy (kat) réwny ABD, to centrum
bedzie pada¢ na DB, wewnatrz odcinka ABC, i oczywiscie odcinek ABC bedzie
wiekszy od potkola.

Tym sposobem, koto zostato dopelnione z danego odcinka kota. Co byto do
okazania.

Twierdzenie 26

W rownych kotach réwne katy stoja na réwnych obwodach, jesli stoja w cen-
trach lub na obwodach.
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Niech ABC, DEF beda réwnymi kotami i niech w nich BGC, EHF beda
réwnymi katami w centrum, i niech BAC, EDF (beda) na obwodzie. Twierdzg,
ze obwod BKC jest réwny obwodowi ELF.

Niech BC, EF beda potaczone.

A skoro kota ABC, DEF sg réwne, to ich promienie sg réwne. Zatem dwie
BG, GC (sa) ré6wne dwém EH, HF; i kat w G (jest) réwny katowi w H. Zatem
podstawa BC jest réwna podstawie EF. A skoro kat w A jest réwny (katowi) w D,
to odcinek BAC jest podobny do odcinka EDF i sg na réwnych prostych BC, EF.
Podobne odcinki kot na réwnych prostych sa sobie réwne. Zatem odcinek BAC
(jest) réowny EDF; i cale kolo ABC jest rowne calemu kotu DEF. Zatem reszta
BKC jest réwna (reszcie) obwodu ELF.

Tym sposobem, w rownych kotach réowne katy stoja na réwnych obwodach,
jesli stoja w centrach lub na obwodach. Co bylo do okazania.

Twierdzenie 27

W réwnych kotach katy stojace na réwnych obwodach sa sobie réwne, jesli
stoja w centrach lub na obwodach.

A D

B C E F
K
Niech bowiem w réwnych kotach ABC, DEF, na réwnych obwodach BC, EF,

katy BGC, EHF stoja w centrach G, H zas BAC, EDF na obwodach. Twierdze, ze
kat BGC jest rowny EHF i BAC jest rowny EFD.
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Jesli bowiem BGC nie jest réwny EHF, to jeden z nich jest wigkszy. Niech BGC
bedzie wigkszy i niech na prostej BG oraz w punkcie G na niej, bedzie utworzony
BGK réwny katowi EHF; za$ réwne katy stoja na réownych obwodach, jesli sa w
centrach. Zatem obwdéd BK (jest) réwny obwodowi EF. Ale EF jest réwna BC;
zatem rowniez BK jest rowna BC, mniejsza wigkszej. Co jest niemozliwe.

Zatem kat BGC nie jest nieréwny EHF; zatem réwny. I z jednej strony (kat)
w A jest polowa BGC, z drugiej za$ (kat) w D polowa EHF. Zatem réwniez kat
w A jest réwny (katowi) w D.

Tym sposobem, w réwnych kotach katy stojace na réwnych obwodach sa sobie
rowne, jesli stoja w centrach lub na obwodach. Co bylo do okazania.

Twierdzenie 28

W réwnych kotach réwne proste odcinaja rowne obwody, z jednej strony wiek-
szy (réwny) wiekszemu, z drugiej za$ mniejszy mniejszemu.

C F

K L
A\_/B D\_/E

G H

Niech ABC, DEF beda réwnymi kotami i niech w tych kotach AB, DE beda
réwnymi prostymi, z jednej strony odcinajacymi wieksze obwody ACB, DFE, z
drugiej zas mniejsze AGB, DHE. Twierdze, Zze z jednej strony wiekszy obwdd
ACB jest réwny wigkszemu obwodowi DFE, z drugiej za§ mniejszy obwéd AGB
(mniejszemu) DHE.

Niech bowiem obrane beda centra két K, L i niech AK, KB, DL, LE beda
polaczone. A skoro kola sg réwne, to réwniez promienie sg réwne. Tak wiec dwie
AK, KB sa réwne dwém DL, LE; i podstawa AB (jest) réwna podstawie DE. Zatem
kat AKB jest rowny katowi DLE. Ale rowne katy stoja na réwnych obwodach, jesli
sa w centrach; zatem obwéd AGB jest réwny DHE. I cate kolo ABC jest réwne
calemu kotu DEF; zatem réwniez reszta obwodu ACB jest rowna reszcie obwodu
DFE.

Tym sposobem, w rownych kolach réwne proste odcinaja réwne obwody, z
jednej strony wiekszy (réwny) wiekszemu, z drugiej zas mniejszy mniejszemu. Co
bylo do okazania.
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Twierdzenie 29

W réwnych kotach réwne proste leza naprzeciwko réwnych obwodéw.

A D

K L
Bvc EvP

G H

Niech ABC, DEF beda réwnymi kotami i niech w nich odciete beda obwody
BGC, EHF, i niech BC, EF beda polaczone. Twierdze, ze BC jest réwna EF.

Niech bowiem beda obrane centra kot i niech to beda K, L, i niech BK, KC,
EL, LF beda potaczone.

A skoro obwéd BGC jest rowny obwodowi EHF, to réwniez kat BKC jest rowny
ELF. A skoro kota ABC, DEF sg rowne, to réwniez promienie sg rowne. Zatem
dwie BK, KC sg rowne dwém EL, LF i zawierajg rowne katy. Zatem podstawa BC
jest rowna podstawie EF.

Tym sposobem, w réwnych kolach réwne proste leza naprzeciwko réwnych
obwodéw. Co bylo do okazania.

Twierdzenie 30

Dany obwdd przeciaé na pét.

A C B

Niech ADB bedzie danym obwodem; nalezy wiec przecia¢ obwéd ADB na pét.

Niech AB bedzie potaczona i niech bedzie przecigta na pét w C, i niech z
punktu C bedzie poprowadzona CD do (katéw) prostych do prostej AB, i niech
AD, DB beda polaczone.

Skoro AC jest réwna CB, za$ CD (jest) wspdlna, to dwie AC, CD sa réwne
dwém BC, CD; i kat ACD jest réwny katowi BCD, bowiem kazdy (jest katem)
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prostym. Zatem podstawa AD jest réwna podstawie DB; za$ réwne proste odci-
naja réwne obwody, z jednej strony wiekszy (jest réwny) wiekszemu, z drugiej zas
mniejszy mniejszemu; i kazdy z obwodéw AD, DB jest mniejszy od pétkola. Zatem
obwdd AD jest réwny obwodowi DB.

Tym sposobem, dany obwdd zostal przecigty na pét w punkcie D. Co bylo do
wykonania.

Twierdzenie 31

W kole, z jednej strony kat w pétkolu jest prosty, z drugiej zas w wiekszym
odcinku (jest) mniejszy od prostego i ten w mniejszym odcinku (jest) wigkszy od
prostego; i dalej, z jednej strony kat wiekszego odcinka jest wiekszy od prostego,
z drugiej za$ kat mniejszego odcinka jest mniejszy od prostego.

Niech ABCD bedzie kotem, zas BC jego $rednica, zas E jego centrum i niech
BA, AC, AD, DC beda polaczone. Twierdze, ze kat BAC w poétkolu jest prosty
i kat ABC w odcinku ABC, wickszym od pétkola, jest mniejszy od prostego, zas
kat ADC w odcinku ADC, mniejszym od pétkola, jest wiekszy od prostego.

Niech AE bedzie polaczona i niech BA bedzie poprowadzona do F.

A skoro BE jest réwna EA, to réwniez kat ABE jest réwny BAE. Znowu,
skoro CE jest réwna EA, to réwniez (kat) ACE jest réwny CAE; zatem caly BAC
jest réwny dwém ABC, ACB. I kat FAC, zewnetrzny dla trojkata ABC, jest réwny
dwém katom ABC, ACD; zatem réwniez kat BAC (jest) réwny FAC. Zatem kazdy
jest prosty; zatem kat BAC w poétkolu BAC jest prosty.

A skoro w tréjkacie ABC dwa katy ABC, BAC sa mniejsze od dwich (katéw)
prostych, za$ BAC jest (katem) prostym, to ABC jest mniejszy od prostego; i jest
w odcinku ABC, wiekszym od poétkola.

A skoro ABCD jest czworokatem w kole, za$ przeciwlegle katy czworokata w
kole sa réowne dwém (katom) prostym, zatem katy ABC, ADC sa réwne dwém
(katom) prostym, i ABC jest mniejszy od (kata) prostego; zatem reszta kata ADC
jest wieksza od (kata) prostego i jest w odcinku ADC, mniejszym od pétkola.

Twierdze réwniez, ze z jednej strony kat wigkszego odcinka, ten zawarty miedzy
obwodem ABC i prosta AC, jest wiekszy od (kata) prostego, z drugiej zas kat
mniejszego odcinka, ten zawarty miedzy obwodem ADC i prostg AC, jest mniejszy
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od (kata) prostego. I jest to od razu oczywiste. A skoro (kat zawarty miedzy)
dwiema prostymi BA, AC jest prosty, to réwniez (kat) zawarty miedzy obwodami
ABC i prosta AC jest wiekszy od prostego. Znowu, skoro (kat zawarty miedzy)
prostymi AC, AF jest prosty, to réwniez (kat) zawarty miedzy obwodami ADC i
prosta CA jest mniejszy od prostego.

Tym sposobem, w kole, z jednej strony kat w potkolu jest prosty, z drugiej zas
w wiekszym odcinku (jest) mniejszy od prostego i ten w mniejszym odcinku (jest)
wiekszy od prostego; i dalej, z jednej strony kat wiekszego odcinka jest wiekszy od
prostego, z drugiej za$ kat mniejszego odcinka jest mniejszy od prostego. Co byto
do okazania.

Twierdzenie 32

Jedli jakas prosta styka sie z koltem, zas§ z punktu stycznosci jaka$ prosta
jest poprowadzona poprzecznie w kole, przecinajac koto, to katy, ktére tworzy
ze styczna, beda rowne katom w przemiennych odcinkach kota.

A

B

Niech bowiem prosta EF styka si¢ z kotlem ABCD w punkcie B i niech bedzie
poprowadzona prosta z punktu B w kole ABCD, przecinajac je. Twierdze, ze katy,
ktore BD tworzy ze styczna EF, beda réwne katom w przeciwleglych odcinkach
kola, to znaczy, ze z jednej strony kat FBD jest réwny katowi utworzonemu w
odcinku BAD, z drugiej zas kat EBD jest réwny katowi utworzonemu w odcinku
DCB.

Niech bowiem BA bedzie poprowadzona z B do (katéw) prostych do EF i
niech punkt C bedzie obrany dowolnie na obwodzie DB, i niech AD, DC, CB beda
potaczone.

A skoro prosta EF styka sie z kolem ABCD w B i AB zostala poprowadzona
z punktu stycznosci do (katéw) prostych do stycznej, to centrum kota ABCD jest
na BA. Zatem BA jest érednica kota ABCD; zatem kat ADB, bedacy w pétkolu,
jest prosty. Zatem pozostale (katy) BAD, ABD sa réwne jednemu prostemu, za$
réwniez ABF jest prosty; zatem ABF jest réwny BAD, ABD. Niech (kat) ABD
bedzie odjety od obu; zatem reszta, kat DBF, jest réwna katowi BAD w przeci-
wlegltym odcinku kota.
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A skoro ABCD jest czworokatem w kole, to jego przeciwne katy sa réwne dwém
(katom) prostym, zas réwniez DBF, DBE sa réwne dwém (katom) prostym. Zatem
DBF, DBE sa réwne BAD, BCD, z ktérych BAD, co zostalo wykazane, (jest)
réwny BDF. Zatem reszta DBE jest réwna katowi DCB w przeciwleglym odcinku
DCB kota.

Tym sposobem, jesli jakas prosta styka sie¢ z kotem, za$ z punktu stycznosci
jakas prosta jest poprowadzona poprzecznie w kole, przecinajac koto, to katy, ktére
tworzy ze styczna, beda rowne katom w przemiennych odcinkach kota. Co byto do
okazania.

Twierdzenie 33

Na danej prostej opisa¢ odcinek kota przyjmujacego kat rowny danemu katowi
prostoliniowemu.

. L N

D A D 2 A D
H
1F G
G > B
B
E B E

Niech AB bedzie dana prosta, zas kat C danym katem prostoliniowym. Nalezy
wiec, na danej prostej AB, opisa¢ odcinek kota przyjmujacego kat réwny C.

(Kat) w C jest wigc ostry lub prosty lub rozwarty. Wpierw niech bedzie ostry i
jak na pierwszym diagramie, na prostej AB i w punkcie A niech bedzie utworzony
(kat) BAD réwny katowi w C; zatem réwniez BAD jest ostry. Niech AE bedzie
poprowadzona do (katéw) prostych do DA i niech AB bedzie przecieta na pét w F,
i niech FG bedzie poprowadzona z punktu F do (katéw) prostych do AB, i niech
GB bedzie polaczona.

A skoro AF jest réwna FB, zas FG wspélna, to dwie AF, FG sa réwne dwém
BF, FG; i kat AFG (jest) rowny katowi BFG; zatem podstawa AG jest réwna
podstawie BG. Zatem z jednej strony kolo narysowane z centrum G, z drugiej zas
o promieniu GA, réwniez bedzie przechodzi¢ przez B. Niech bedzie narysowane
i niech to bedzie ABE, i niech EB bedzie polaczona. Skoro rzeczywiscie AD jest
poprowadzona z A, z kranca $rednicy AE, do (katéw) prostych do AE, to AD styka
sie z kotem ABE. Skoro rzeczywiscie prosta AD styka sie z kotem ABE i z punktu
stycznosci A jest poprowadzona prosta AB poprzecznie w kole ABE, to kat DAB
jest réwny katowi AEB w przeciwleglym odcinku kota. Ale DAB jest réwny C,
zatem réwniez C jest réwny AEB.
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Zatem na danej prostej AB zostal narysowany odcinek AEB kota przyjmujacy
kat AEB réwny danemu C.

Ale niech C bedzie prosty; i znowu niech na AB nalezy narysowaé odcinek kota
przyjmujacy kat rowny do kata réwnego w C. Znowu, niech bedzie utworzony BAD
réowny katowi prostemu w C, jak na drugim diagramie i niech AB bedzie podzielona
na p6t w F, i niech kolo AEB bedzie narysowane z centrum F i o promieniu FA
lub FB. Zatem prosta AD styka sie¢ z kotem ABE, poniewaz kat w A jest prosty; i
BAD jest réwny katowi w odcinku AEB, bowiem réwniez (ten drugi kat) sam jest
(katem) prostym, bedac w pétkolu. Ale réwniez BAD jest (katem) prostym w C.
Zatem rowniez EAB jest réwny (katowi) w C.

Zatem znowu odcinek EEB kola zostal narysowany na AB przyjmujac kat
réwny (katowi) w C.

Ale dalej, niech (kat) w C bedzie rozwarty i niech na prostej AB i w punkcie A
bedzie utworzony BAD, jak na trzecim diagramie, i niech AE beda poprowadzone
do (katéw) prostych do AD; i niech AB bedzie przecigta na pét w F i niech FG
bedzie poprowadzona do (katéw) prostych do AB, i niech GB bedzie polaczona.
A skoro AF jest réwna FB i FG (jest) wspélna, to dwie AF, FG sa réwne dwém
BF, FG; i kat AFG (jest) réwny katowi BFG; zatem podstawa AG jest réwna
podstawie BG; zatem kolo narysowane, z jednej strony z centrum G, z drugiej
za$ o promieniu GA, réwniez przejdzie przez B. Niech wiec przejdzie, jak AEB.
A skoro AD jest do (katéw) prostych do érednicy AE na jej kraricu, to AD styka
sie¢ z kolem AEB; i AB zostala poprowadzona poprzecznie z punktu stycznosci A;
zatem kat BAD jest rowny C; zatem réwniez kat w odcinku AHB jest rowny C.

Tym sposobem, na danej prostej opisano odcinek kota przyjmujacego kat
rowny danemu katowi prostoliniowemu. Co bylo do okazania.

Twierdzenie 34

Z danego kota odcia¢ odcinek przyjmujacy kat réwny danemu katowi pros-
toliniowemu.

E A

Niech ABC bedzie danym kolem, zas D danym katem prostoliniowym; nalezy
wiec odcia¢ odcinek przyjmujacy kat réwny danemu katowi prostoliniowemu D, z
danego kota ABC.
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Niech EF bedzie poprowadzona stykajac si¢ z ABC w punkcie B i niech FBC,
rowny katowi D, bedzie zbudowany na prostej FB, w punkcie B na niej.

Skoro rzeczywiscie prosta EF styka sie z kotem ABC i BC zostala poprowad-
zona poprzecznie z punktu stycznosci w B, to kat FBC jest réwny katowi utwor-
zonemu na przeciwleglym segmencie BAC. Ale FBC jest r6wny (katowi w) D;
zatem réwniez (kat) w segmencie BAC jest réwny katowi w D.

Tym sposobem, odcinek BAC przyjmujacy kat réowny danemu katowi pros-
tolinijnemu D, zostal odciety od danego kota ABC. Co bylo do wykonania.

Twierdzenie 35

Jesli w kole dwie proste przecinaja sie wzajemnie, to prostokat zawarty miedzy
odcinkami jednej jest rowny prostokatowi zawartemu miedzy odcinkami drugiej.

D

W

VN

C B C

Niech bowiem w kole ABCD dwie proste AC, BD przecinaja si¢ wzajemnie w
punkcie E. Twierdze, ze prostokat zawarty miedzy AE, EC jest réwny prostokatowi
zawartemu miedzy DE, EB.

Jesli rzeczywiscie AC, BD sg przez centrum, to E jest centrum kota ABCD;
(jest) oczywiste, gdy AE, EC, DE, EB sa réwne, to prostokat zawarty miedzy AE,
EC jest rowniez réwny prostokatowi zawartemu miedzy DE, EB.

Niech wiec AC, DB nie beda przez centrum i niech centrum ABCD bedzie
znaleziony, i niech to bedzie F, i niech z F beda poprowadzone FG prostopadle do
prostych AC, DB, i niech FB, FC, FE beda potaczone.

A skoro prosta GF przez centrum przecina pod katem prostym prosta AC, nie
przez centrum, to przecina ja réwniez na pél; zatem AG (jest) réwna GC.

Skoro rzeczywiscie prosta AC zostala przecieta na pét w G i nieréwno w E, to
prostokat zawarty miedzy AE, EC wraz z kwadratem na EG jest réwny (kwadra-
towi) na GC. Niech do obu bedzie dodany (kwadrat) na GF. Zatem (prostokat)
AE, EC wraz z (kwadratami) na GE, GF, jest réwny (kwadratom) na CG, GF. Ale
z jednej strony (kwadrat) na FE jest réwny (kwadratom) na EG, GF, z drugiej za$
(kwadrat) na FC jest réwny (kwadratom) na CG, GF; zatem (prostokat) AE, EC
wraz z (kwadratem) na FE jest réwny (kwadratowi) na FC. FC za$ jest réwna FB;
zatem (prostokat) AE, EC, wraz z (kwadratem) na EF jest réwny (kwadratowi)
na FB. Z tego samego powodu, réwniez (prostokat) DE, EB wraz z (kwadratem)
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na FE jest réwny (kwadratowi) na FB. Zostalo za$ wykazane, ze réwniez (pros-
tokat) AE, EC wraz z (kwadratem) na FE jest réwny (kwadratowi) na FB; zatem
(prostokat) AE, EC wraz z (kwadratem) na FE jest réwny prostokatowi DE, EB
wraz z (kwadratem) na FE. Niech (kwadrat) na FE bedzie odjety od obu; zatem
reszta, prostokat zawarty przez AE, EC, jest réwna prostokgtowi zawartemu przez
DE, EB.

Tym sposobem, jesli w kole dwie proste przecinaja sie wzajemnie, to prostokat
zawarty miedzy odcinkami jednej jest rowny prostokatowi zawartemu przez odcinki
drugiej. Co bylo do okazania.

Twierdzenie 36

Jedli jaki$ punkt jest obrany na zewnatrz kola i z niego na kolo padaja dwie
proste, i z jednej strony (jedna) przecina kolo, z drugiej za$ (druga) styka sie (z
nim), to (prostokat) zawarty miedzy cala (prosta) przecinajaca (kolo) i (czescia)
odcieta na zewnatrz (kola), miedzy punktem i wypuklym obwodem, bedzie réwny
kwadratowi na prostej stycznej.

A

D

Niech bowiem punkt D bedzie obrany na zewnatrz kota ABC i niech z D dwie
proste DCA, DB padaja na koto ABC; i z jednej strony niech jedna DCA przecina
kolo ABC, z drugiej zas BD styka sie (z nim). Twierdzg, ze prostokat zawarty
miedzy AD, DC jest réwny kwadratowi na DB.

Zatem z pewnoscia DCA jest przez centrum kota albo nie. Wpierw niech bedzie
przez centrum i niech F bedzie centrum kota ABC, i niech FB beda potaczone.
Zatem FBD jest (katem) prostym. A skoro prosta AC zostala podzielona na pét w
F i CD zostala dodana, to (prostokat zawarty) miedzy AD, DC wraz z (kwadratem)
na FC jest réwny (kwadratowi) na FD; za$ FC (jest) réwna FB; zatem (prostokat
zawarty) miedzy AD, DC wraz z (kwadratem) na FB jest réwny (kwadratowi) na
FD. (Kwadrat) zas$ na FD jest réwny (kwadratom) na FB, BD; zatem (prostokat
zawarty) miedzy AD, DC wraz z (kwadratem) na FB jest réwny (kwadratom) na
FB, BD. Niech (kwadrat) na FB bedzie odjety od obu; zatem reszta, (prostokat
zawarty) miedzy AD, DC, jest réwna (kwadratowi) na stycznej DB.
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Ale niech DCA nie bedzie przez centrum kota ABC i niech bedzie znalezione
centrum E, i niech EF beda poprowadzone z E prostopadle do AC, i niech EB, EC,
ED beda polaczone; zatem EBD jest (katem) prostym. A skoro prosta EF przez
centrum przecina prostag AC nie przez centrum pod katem prostym, to réwniez
przecina jg na pol; zatem AF jest réwna FC. A skoro prosta AC zostala przecigta
na pol w punkcie F, to niech CD bedzie dodana do niej; zatem (prostokat zawarty)
miedzy AD, DC wraz z (kwadratem) na FC jest réwny (kwadratowi) na FD.
Niech (kwadrat) na FE bedzie dodany do obu; zatem (prostokat zawarty) miedzy
AD, DC wraz z (kwadratami) na CF, FE jest réwny (kwadratom) na FD, FE.
(Kwadrat) za$ na EC jest réwny (kwadratom) na CF, FE, bowiem kat EFC jest
prosty; za$ (kwadrat) na ED jest réwny (kwadratom) na DF, FE; zatem (prostokat
zawarty) miedzy AD, DC wraz z (kwadratem) na EC jest réwny (kwadratowi) na
ED. EC za$ (jest) réwna EB; zatem (prostokat) AD, CD wraz z (kwadratem)
na EB jest réwny (kwadratowi) na ED. (Kwadraty) za$ na EB, BD sa réwne
(kwadratom) na ED, bowiem kat EBD jest prosty; zatem (prostokat) AD, DC wraz
z (kwadratem) na EB jest réwny (kwadratom) na EB, BD. Niech (kwadrat) na EB
bedzie odjety od obu; zatem reszta, (prostokat) AD, DC, jest réwna (kwadratowi)
na DB.

Tym sposobem, jesli jakis punkt jest obrany na zewnatrz kota i z niego na koto
padaja dwie proste, i z jednej strony (jedna) przecina kolo, z drugiej za$ (druga)
styka sie (z nim), to (prostokat) zawarty miedzy cala (prosta) przecinajaca (koto)
i (czescia) odcieta na zewnatrz (kola), miedzy punktem i wypuklym obwodem,
bedzie réwny kwadratowi na prostej stycznej. Co byto do okazania.

Twierdzenie 37

Jesli jakis punkt jest obrany na zewnatrz kota, za$ z punktu na kolo padaja
dwie proste i z jednej strony (jedna) przecina kolo, z drugiej za$ (druga) dotyka
go, i jesli (prostokat zawarty) miedzy cala (prosta) przecinajaca (kolo), i (czescia)
odcigta na zewnatrz (kola), miedzy punktem i wypuklym obwodem, bedzie réwny
(kwadratowi) na (prostej), to dotykajaca bedzie styczna do kota.

D

B A

Niech bowiem punkt D bedzie obrany na zewnatrz kota ABC i niech dwie
proste DCA, DB beda pada¢ z D na koto ABC, i niech z jednej strony DCA bedzie
przecinaé kolo, z drugiej zas DB bedzie dotykaé go; i niech (prostokat zawarty)
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miedzy AD, DC bedzie réwny (kwadratowi) na DB. Twierdze, ze DB jest styczna
do kota ABC

Niech bowiem bedzie poprowadzona DE stykajaca sie z ABC i niech bedzie
obrane centrum kota ABC, i niech to bedzie F, i niech FE, FB, FD beda potaczone.
Zatem FED jest (katem) prostym. A skoro DE styka sie z kolem ABC, za$§ DCA
przecina (je), to (prostokat zawarty) miedzy AD, DC jest réwny (kwadratowi) na
DE. Jesli za$ réwniez (prostokat zawarty) miedzy AD, DC byl réwny (kwadratowi)
na DB, to (kwadrat) na DE jest réwny (kwadratowi) na DB; zatem DE (jest)
réwna DB. FE za$ réwniez jest rowna FB; zatem dwie DE, EF sg réwne dwoém
DB, BF; i (maja) wspdlng podstawe FD; zatem trojkat DEF jest réwny tréjkatowi
DBF. DEF za$ jest (katem) prostym; zatem réwniez DBF (jest katem) prostym.
A przedluzona FB jest érednica, za$ (prosta) poprowadzona pod katami prostymi
do Srednicy kola, z jego kranca, styka sie z kolem; zatem DB styka sie z kotem
ABC. Podobnie mozemy wykazaé, jesli nawet centrum zdarzy sie na AC.

Tym sposobem, jesli jakis punkt jest obrany na zewnatrz kola, zas z punktu na
kole padaja dwie proste i z jednej strony (jedna) przecina kolo, z drugiej za$ (druga)
dotyka go, i jesli (prostokat zawarty) miedzy cala (prosta) przecinajaca (kolo),
i (czedcia) odcieta na zewnatrz (kola), miedzy punktem i wypuklym obwodem,
bedzie réwny (kwadratowi) na (prostej), to dotykajaca bedzie styczna do kota. Co
byto do okazania.
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