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Wyktady Z Nowszej Geometrii

Wprowadzenie

Ze wzgledu na sposéb powstania, nowsza geometria stanowi przeciwienstwo nie
tyle geometrii Starozytnych, co geometrii analitycznej. Z geometrii Starozytnych,
utworzonej przez Euklidesa, a potem ciagle rozszerzanej i wielorako przeksztal-
canej, cho¢ w swej naturze istotnie nie zmienionej, pochodzi cze$¢ przygotowania
potrzebnego w studiowaniu geometrii analitycznej; mozna nazwaé te czesé elemen-
tami, a owa geometri¢ elementarna, ze wzgledu na jednakowsa prostote jej proce-
dur. Geometria analityczna jest kontynuacja elementéw, jesli chodzi o material,
za$ przeciwienstwem, jesli chodzi o metode. W tej ostatniej liczba wystepuje jedy-
nie wtedy, gdy wymaga tego natura problemu, a srodkiem dowodowym jest poza
tym tylko konstrukcja. Natomiast ta pierwsza przede wszystkim korzysta z teorii
liczb oraz analizy, starajac sie wprost sprowadzi¢ kazde zadanie geometryczne do
rachunku; przy tym ma sie rozumieé, ze konstrukcja nie zostaje wykluczona.

To, ze geometria analityczna nie jest jedyna owocna metoda w rozwiazywaniu
zaawansowanych problemoéw, w ktérych nie chodzi jedynie o wyznaczanie wartosci
liczbowych, zostalo wykazane poprzez dalszy rozwdj czystej geometrii. Odkryto —
przygotowane czesciowo poprzez bogaty naplyw wynikow obliczenn — punkty wi-
dzenia, ktore mozliwie bezrachunkowo pozwalaly na opanowanie zawitych zalez-
noéci nie mniej tatwo, jak udawalo sie to, lub mogto sie udawaé, na innej drodze.
To odkrycie, ktére czerpato swoje srodki bezpoérednio z natury przedmiotu, byto
odrézniane od geometrii elementarnej oraz geometrii analitycznej jako geometria
czysta, wyzsza, syntetyczna, a takze nowa syntetyczna lub nowa.

Takze nowa geometria opiera sie na elementarnej. Chociaz obie okresla¢ mozna
mianem czystej geometrii ze wzgledu na metode, to jednak przy przejsciu od ele-
mentéw jest sie zaskoczonym réznorodnoscia. W geometrii elementarnej pojecia
sa jak najbardziej wasko ograniczone, w nowej sa one szerokie, wiele ogarniajace.
W tamtej réznorodne przypadki figury omawianej w twierdzeniu wymagaja tyluz
rozréznien w dowodzie, w tej wszystkie przypadki obejmowane sg jednym dowo-
dem. Geometria analityczna skorzystala z geometrii syntetycznej. Wypracowala i
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ujednolicila ona nowe punkty widzenia, a poprzez dalsze ich zespolenie powstanie
by¢ moze wyzsza geometria o jednolitym charakterze. Geometria nizsza, tak jak
bywa przekazywana jest — przeciwnie — pod mniejszym wplywem wspolczesne;j.
Czy sama istota sprawy mialoby powodowane by¢ to, ze z pytaniami elementar-
nymi obchodzimy sie z trudem, a z tymi wyzszymi dajemy sobie rade w bardziej
przejrzysty i stosunkowo prosty sposéb? Badania dostarczyly tu wyjaénienia i roz-
strzygnely na korzy$¢ nowej geometrii. Rozszerzone pojecia sa stosowalne takze
w elementach, a gdy wprowadzi sie je w nalezytym miejscu, czyli wszedzie tam,
gdzie wprzédy mozliwe jest ich zrozumienie, to ich potrzeba wychodzi na $wiatto
dzienne takze wczesniej.

Wytyczone niniejszym zadanie nie jest nowe, ale jego Sciste przeprowadzenie
pozostaje w zwiazku z innym zadaniem, ktore tym bardziej nie jest nowe. Geome-
trii elementarnej stawia si¢ nie jedynie zarzut trudnosci, lecz takze niedoskonatosci
lub niejasnosci, ktére przepelniaja pojecia i dowody. Podnoszenie rozpoznanych
niedostatkéw jest pozadane ustawicznie i na réznorodne sposoby, a gdy sprawdza
sie wyniki, to mozna uzyskaé przekonanie, ze starania te same w sobie sa bezna-
dziejne. W rzeczywistoéci tak nie jest; ujete prawidlowo i w pelnym zakresie jawi
sie to zadanie nie jako nierozwiazalne. Jest ono jednak utrudnione przez okolicz-
nosci, o ktérych mowa bedzie pézniej.t Jednak witasnie w tym wzgledzie pomyst
wykorzystania z waznoécia wstecz wspoélczesnych pogladéw okazuje swoj zasieg.
Powazne starania, aby przeprowadzi¢ przeksztalcenie wedle Scisle wyznaczonego
wzorca oraz podac rozwinigcie catkiem czystego pojecia czyni wrazliwym spojrze-
nie na przeszkadzajace szczegoly oraz przywoluje potrzebne do jego wydzielenia
rozstrzygniecia. Jako taki wzorzec sprawdza sie wspolczesna geometria. Prowadzi
nas ona wstecz do samych poczatkéw geometrii, wyostrza wyczucie na wszystko,
co przerywa czystosé rozwoju i uczy, jak oddalaé¢ owe domieszki, zrédta zatosnej
niejasnosci.

Przedstawienie geometrii w tym sensie nie moze oczywiscie zakladaé zadnej
wiedzy, ktéra staramy sie zdobywaé w geometrii, lecz tylko taka, z ktora do nauki
zabiera sie czlowiek z ulicy. Wymaga pewnego wysitku oraz czujnosci, aby wy-
trwale przemysle¢ rzeczy, do ktorych ma sie zaufanie oraz powrocié¢ do stanowiska,
od ktorego jest sie daleko oddalonym. Wysilek ten jest jednak nieodzowny dla
przesledzenia nastepujacego nizej przedstawienia, o ile chcemy osiagnaé jego cel.

Pojecia geometryczne tworzg szczegdlng grupe wsrdéd pojeé, ktoére stuza do
opisu $wiata zewnetrznego. Gdy opisuje kolor jakiego$ przedmiotu, to méwie o
wlasnosci fizycznej; gdy nazywam go sze$ciennym, stosuje pojecie geometryczne.
Pojecia geometryczne, z doliczeniem pojeé liczbowych, mozna laczyé wzajem ze
soba szeregiem zwiazkéw, w ktérych nie wystepuja zadne inne pojecia. Oddziele-
nie poje¢ geometrycznych od pozostatych nie bedzie tu jednak badane, a raczej
podamy tu stanowisko, ktérego zamierzamy w dalszym ciagu Scisle sie trzymac i
wedle ktérego nie rozpoznajemy w geometrii niczego innego jak cze$¢ nauk przy-
rodniczych.

W § 6 oraz § 12.
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W ciele, ktére nazywa si¢ ,szeSciennym” mozna wyrézni¢ Sciany boczne, kra-
wedzie, katy, itd. oraz ustala¢ ich wzajemne zwiazki. Natomiast ,oddalenie” dwdéch
cial pozostaje niewystarczajaco okreslone, jak dlugo wyrédznia¢ mozna w jednym
z nich czesci bez opuszczania jego granic, ktére wyznaczone sg przez srodki lub
cele obserwacji. Granice te zmieniajg sie od przypadku do przypadku; to samo
cialo, ktore przy jednej sposobnoéci moze by¢ ujmowane tylko jako calosé, okazuje
sie nieodpowiednim [do takiego ujecia] przy catkiem innej okazji; wtedy jego czesci
wystepuja jako czlony systemu, ktéry badany jest pod wzgledem geometrycznym.
Te ciata, ktorych dzielenie nie zgadza si¢ z granicami obserwacji, beda zawsze na-
zywane punktamsi; natomiast stowo ,cialo” zastrzezone pozostaje do innego uzycia
w geometrii.

Podobnie rzecz sie ma z ograniczona (prosta) linig, na ktérej musi byé niemoz-
liwe, przy zatrzymaniu obserwacji na wytyczonych granicach, odlozenie réznych
drég miedzy tymi punktami; kazde dwie czesci stykaja sie w co najwyzej jednym
punkcie. Zamknieta (prosta) linia sklada sie z dwdch ograniczonych linii. Czesci
plaszczyzny moga stykac sie ze soba tylko w punktach lub liniach. Stosowanie tych
poje¢ zwigzane jest z pewna niepewnoécia, jak to ma miejsce z prawie wszystkimi
pojeciami, ktére wypracowalismy dla pojmowania zjawisk.

§ 1. O linii prostej

Najpierw bedziemy zajmowali sie linia prosta. Méwi sie: przez dwa punkty
mozna poprowadzi¢ linie prosta. Linia moze jednak by¢ réznorako ograniczona;
nieokreslono$é ograniczenia doprowadza do tego, ze o linii prostej méwi sie, ze nie
jest ograniczona, ze musi ,by¢ przedstawiana” jako nieograniczona, nieskonczenie
rozciggla. Zadanie to nie odpowiada zadnemu obiektowi spostrzezenia; to raczej
calkiem ograniczona linia prosta, prosta droga miedzy dwoma punktami, prosty
odcinek, jest bezposdrednio pojmowany w postrzezeniach. Chcemy trzymac sie tego
ostatniego wyrazenia i méwic:

1. o odcinku prostym poprowadzonym miedzy dwoma punktami,
2. o punktach, ktore leza wewngtrz odcinka prostego.

Wszystkie zwroty, ktére wystapia w tym paragrafie, daja sie sprowadzi¢ do
obu podanych. Bedziemy w wiekszosci méwié ,,odcinek” zamiast ,,odcinek prosty”.
Jedli miedzy punktami A i B (lub B i A) poprowadzony jest odcinek, to méwi
sie tez: odcinek taczy A i B, prowadzi on od A do B, ma punkty koricowe A i B,
jest ograniczony przez punkty A i B. Jedli nazywa sie lub utrzymuje, ze C jest
,punktem odcinka”, C' nalezy do odcinka, odcinek przechodzi przez C, to rozumie
sie przez to, ze albo C lezy wewnatrz odcinka, albo jest punktem koncowym.
Punkt, dla ktérego to nie zachodzi lezy ,na zewnatrz odcinka”.

Rozwazania dalszego ciagu powinny nas zaznajomi¢ z wtasnosciami, ktére do-
strzec mozna dla odcinkéw i ich punktéow. Wyrazamy je w postaci oddzielnych
stwierdzen. Stwierdzenia beda jednak wprowadzane na rézny sposob. Niektére
z nich beda dowodzone, t.j. bedzie pokazane jak ich tres¢ uwarunkowana jest in-
nymi stwierdzeniami; uzyte w dowodzie stwierdzenia musza za kazdym razem wy-
stapi¢ juz wprzody. Przeciwstawiamy teraz te stwierdzenia, ktore sa dowodzone,
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jako twierdzenia [Lehrsitze|, pozostalym, ktére okreslamy aksjomatami [Grund-
sitze]. Twierdzenia sa dedukowane z aksjomatéw, tak wiec wszystko, co nalezy do
uzasadnienia twierdzenia, musi bez wyjgtku zostaé odnalezione w aksjomatach.
Najprostsze obserwacje dotyczace odcinkow i ich punktow dostarczaja szeregu
zwiazkow; cze$¢ tych ostatnich tworzy treé¢ aksjomatéw w tym paragrafie. Jak-
kolwiek wezmie sie punkty A i B (w oméwionych blizej pod koniec tego paragrafu
granicach), zawsze mozna polaczyé¢ A i B odcinkiem prostym; nie mozna tego
jednak osiagnaé na wiecej sposobdéw.
Wewnatrz odcinka mozna wzia¢ punkt C.
A C B Mozna poprowadzi¢ z A do C odcinek prosty;
nie przechodzi on przez B; jednak wpada wraz
ze wszystkimi swoimi punktami w poprzedni odcinek. Gdy potaczy si¢ A z C oraz
C 7z B, to nie napotka si¢ zadnych punktow, ktérych nie byto juz w pierwszym
odcinku; punkty pierwszego odcinka beda ze swojej strony wyczerpane przez te
z obu odcinkéw. Aksjomaty I.—V. oddaja te spostrzezenia.

I. Aksjomat. — Miedzy dwoma punktami mozna przeprowadzi¢ odcinek prosty,
a przy tym tylko jeden.

Na mocy powyzszego dla wyznaczenia odcinka wystarcza podanie jego punk-
tow koncowych. Odcinek od A do B bedzie oznaczany przez AB lub BA.

II. Aksjomat. — Zawsze mozna podaé¢ punkt, ktéry lezy wewnatrz danego od-
cinka prostego.

II1. Aksjomat. — Jedli punkt C' lezy wewnatrz odcinka AB, to punkt A lezy na
zewnatrz odcinka BC.

Tak samo, punkt B lezy na zewnatrz odcinka AC.

IV. Aksjomat. — Jedli punkt C lezy wewnatrz odcinka AB, to wszystkie punkty
odcinka AC' sg jednoczesnie punktami odcinka AB.

Albo: jesli punkt C lezy wewnatrz odcinka AB, a punkt D wewnatrz odcinka
AC lub BC, to D lezy wewnatrz odcinka AB.

V. Aksjomat. — Jedli punkt C lezy wewnatrz odcinka AB, to punkt, ktéry nie
nalezy do zadnego z odcinkéw AC' i BC nie moze naleze¢ do odcinka AB.

Albo: jesli punkty C i D leza wewnatrz odcinka AB, punkt D na zewnatrz
odcinka AC', to punkt D lezy wewnatrz odcinka BC.

Jesli teraz wezmiemy punkt C' wewnatrz odcinka AB oraz punkt D wewnatrz
odcinka BC', to okazuje sie, ze punkt C' lezy wewnatrz odcinka AD. To spostrze-
zenie narzuca sie rownie bezposrednio, jak poprzednie; mozna ustanowi¢ miedzy
nim samym a nimi zaleznosé, ktorej nie nalezy przemilczaé¢. Oto okazuje sie, ze ta
nowa zaleznos¢ pojawia sie nie jako aksjomat, lecz jako twierdzenie.

1. Twierdzenie. — Jesli punkt C lezy wewnatrz

o—— e o e odcinka AB, punkt D wewnatrz odcinka BC| to
A ¢ D B punkt C lezy wewnatrz odcinka AD.
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Dowéd. — Poniewaz punkt D zostal wziety z wewnatrz odcinka BC, wiec C
lezy na zewnatrz odcinka BD (III); poniewaz C lezy wewnatrz AB, D wewnatrz
BC, wiec D takze lezy wewnatrz odcinka AB (IV); poniewaz C i D leza wewnatrz
odcinka AB, a C' na zewnatrz odcinka BD, wiec C lezy wewnatrz odcinka AD
(V).

Odcinek C'D nazywa sie cze$cig odcinka AB, gdy ten ostatni zawiera wszystkie
punkty pierwszego, ale nie tylko je (Definicja 1).

2. Twierdzenie. — Je$li C'i D sa punktami odcinka AB i co najmniej jeden
z nich lezy wewnatrz tego odcinka, to odcinek C'D jest czescia odcinka AB.

Dowéd. — Niech C lezy wewnatrz odcinka AB. Wtedy D nalezy do jednego
z dwéch odcinkéw AC lub BC (V), niech bedzie to BC'; a zatem C' lezy wewnatrz
odcinka AD (1), za$ A nie jest zadnym punktem odcinka C'D (III), ktérego wszyst-
kie punkty naleza do odcinka AD (IV), a wiec takze do odcinka AB (IV), t.j.
odcinki C'D i AB pozostaja w zaleznosci wprowadzonej w definicji 1.

Pierwszy aksjomat zostal wykorzystany juz przy formulowaniu pozostalych;
bez niego bowiem nie mozna byloby méwié¢ o ,,jedynym” odcinku AB, ,,jedynym”
odcinku BC), itd. Latwo uznaé za bezcelowe nadawanie wprzédy szczegdlnej formy
tak trywialnym wyrazeniom, jakie zawiera np. aksjomat III. Jednak jest ona uzy-
wana w powyzszych dowodach i postanawiamy pozbyc sie wszelkich pozarachun-
kowych $rodkéw dowodowych, nawet tych najbardziej niepokasnych.?

Jesli wezmie sie punkt B wewnatrz odcinka AC, to odcinki AB i BC' two-
rzg razem odcinek AC i mozna wtedy powiedzieé: odcinek BC jest przediuzeniem
odcinka AB poza punkt B, odcinek AB zostaje przedtuzony poza B do C. Jak-
kolwiek wezmie sie punkty A i B (w oméwionych blizej pod koniec tego paragrafu
granicach), zawsze mozna przedluzyé¢ odcinek AB poza A oraz poza B. Jesli teraz
przedtuzy sie najpierw odcinek AB poza B do C, a potem znowu poza B do D,
to powstaja odcinki AC' i AD, z ktérych jeden wraz ze wszystkimi swoimi punk-
tami wpada w drugi. Jesli odcinek AB przedluzy sie najpierw poza B do C, a
potem poza A do E oraz polaczy C z E odcinkiem prostym, to odcinek AB wraz
ze wszystkimi swoimi punktami wpada w odcinek C'E. Otrzymujemy zatem trzy
dalsze aksjomaty, ostatnie, ktére poda¢ trzeba w tym paragrafie.

[VI] Aksjomat. — JeSli A i B sa dowolnymi punktami, to mozna wybraé
punkt C tak, aby B lezal wewnatrz odcinka AC.

[VIL.] Aksjomat. — Jedli punkt B lezy wewnatrz odcinkéw AC i AD, to albo

PP S — punkt C lezy wewnatrz odcinka AD, albo
A B C D punkt D lezy wewnatrz odcinka AC.

[VIIL.] Aksjomat. — Jedli punkt B lezy wewnatrz odcinka AC, punkt A
PP NP wewnatrz odcinka BD oraz C i D sa pola-
D A B C czone odcinkiem prostym, to punkt A takze

lezy wewnatrz odcinka CD.
Podobnie, punkt B lezy wtedy wewnatrz odcinka C'D.
Trzy punkty, z ktérych jeden lezy wewnatrz odcinka ograniczonego przez dwa
pozostale mozna nazwaé prostym szeregiem (Definicja 2).

2Por. koniec § 12.
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3. Twierdzenie. — Je$li punkty ABC oraz ABD tworza proste szeregi, to
zachodzi to takze dla punktéw ACD oraz BCD.

Dow6d. — Zgodnie z zalozeniem (def. 2) albo A lezy wewnatrz odcinka BC,
albo B wewnatrz AC, albo C wewnatrz AB; jednoczes$nie (def. 2) albo A lezy
wewnatrz BD, albo B wewnatrz AD, albo D we-
o o oo wnatrz AB. Je$li C' i D leza wewnatrz AB, to
A ¢ D B albo D lezy wewnatrz BC (V) oraz C' wewnatrz
AD (1), albo D wewnatrz AC oraz C wewnatrz
o————o—e—e BD(1). Jesli C lezy wewnatrz, a D na zewnatrz
AB, to mozemy wybraé¢ dla punktéw A i B ta-
kie oznaczenia, ze odcinek AD przechodzi przez
o——o——o———@ R wtedy AD przechodzi tez przez C (IV), za$
CD przez B (1). Jesli C lezy na zewnatrz AB, to
oznaczmy punkty A i B tak, iz odcinek AC prze-
chodzi przez B. Teraz albo A lezy wewnatrz BD,
a wiec (VIII) A i B leza wewnatrz C'D; albo B
wewnatrz AD, a wiec (VII) albo C wewnatrz AD
Z—B_IE—C. oraz (1) BD, albo D wewnatrz AC oraz (1) BC;
albo D wewnatrz AB, a wiec (IV) D wewnatrz
AC oraz (1) B wewnatrz CD. Tak wiec, ACD oraz BCD tworza we wszystkich
przypadkach proste szeregi (def. 2).

Przy poczynionym tu zatozeniu dotyczacym punktéw ABC prosta droga pro-
wadzaca przez punkty A i B, nalezycie przedtuzona, przekroczy punkt C. Dlatego
méwi sie (Definicja 3): C' lezy na linii prostej przez punkty A i B, a krécej: na linii
prostej AB, lub na prostej AB (lub BA). Réwnoznacznie: prosta AB przechodzi
przez C, jest poprowadzona przez C, C' jest punktem prostej AB, itd. Wyrazenia:
A lezy na prostej BC, B lezy na prostej AC, C' lezy na prostej AB maja ten sam
sens.

Jakkolwiek wezmie sie punkty C' i D, zawsze istnieje prosta, ktéra przez nie
przechodzi; wezmy bowiem A wewnatrz odcinka CD (I, II) oraz B wewnatrz

odcinka AC' (I, II), wtedy ABC (def. 2) oraz
(.3—1;_;1—[.) ABD (1) sa prostymi szeregami, t.j. (def. 3) pro-
sta AB przechodzi przez C oraz D; podobnie gdy
wezmie sie (VI) A oraz B tak, iz C lezy wewnatrz

o o o ; ;
3 c D B odcinka AD, a D wewnatrz odcinka AB (IV). A

zatem zachodzi:

4. Twierdzenie. — Przez dowolne dwa punkty mozna zawsze poprowadzi¢ linie
prosta.

Niech A’ bedzie punktem prostej AB (a wiec A jest punktem prostej A’'B).
Gdy C réwniez oznacza jaki§ punkt prostej AB, to C jest rézny od A’ lub nie.
W pierwszym przypadku (def. 3) ABC oraz ABA’ sa prostymi szeregami, a wiec
takze BC A’ nim jest (3), t.j. C lezy na prostej A’'B (def. 3). Jesli ustali sie, ze
takze punkty A i B s3 nazywane punktami prostej AB, a wiec A’ punktem proste;
A’B, to réwniez w drugim przypadku C nalezy do prostej A’B. (W pierwszym
przypadku trzeba dodatkowo rozwazy¢ mozliwoé¢ pokrywania sie C z A lub B,
co jednak nie zmienia niczego w wyniku; zalozyliSmy jednakze, ze A’ jest rézny
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od A i B.) Stad wszystkie punkty prostej AB leza na prostej A’B, podobnie jak
wszystkie punkty prostej A’B lezg na prostej AB; wyrazenie ,,C lezy na prostej
AB” jest identyczne z wyrazeniem ,,C lezy na prostej A’B” i méwimy zatem: proste
AB i A’ B pokrywaja sie ze sobg. Jedli teraz wezmie si¢ dowolne dwa punkty A’ i B’
na prostej AB, to proste AB i A’ B’ pokrywaja sie ze soba, a w konicu pokrywaja
si¢ tez ze soba proste AB i CD, gdy obie sa poprowadzone przez A’ i B’. To
wyrazone jest w nastepnym twierdzeniu.

5. Twierdzenie. — Kazda prosta jest wyznaczona przez dowolne dwa jej
punkty, t.j.: wszystkie proste, ktére maja dwa punkty wspoélne pokrywaja sie ze
soba.

Czesto dla oznaczenia prostej uzywa sie jakiej$ szczegoélnej litery, zamiast
uktadu dwoéch punktéw. Jedli A i B sa punktami prostej g, to g oznacza pro-
sta AB (5); méwi sie: prosta g laczy A z B. Wszystkie punkty odcinka AB naleza
do prostej g (def. 3); nazywa sie ten odcinek odcinkiem prostej g. Na rysunkach
prosta jest reprezentowana przez jakis swéj odcinek.

Gdy dwie proste g i h maja punkt wspdlny A, to nie h
maja oprécz tego zadnych innych punktéw wspdlnych
(5). Méwi sie: proste g i h spotykaja (przecinaja) sie D [
w punkcie A; ten punkt nazywa sie punktem przeciecia
i oznacza przez gh. A B

WeZmy pod rozwage najpierw tylko jedna jedyna
prosta. Jesli A, B, C sa punktami prostej g, a wiec C'
lezy na prostej AB (5), to (def. 3) te trzy punkty tworza 8
prosty szereg, t.j. (def. 2) albo A lezy wewnatrz odcinka
BC, albo B wewnatrz odcinka AC, albo C' wewnatrz
odcinka AB. Jedli na przyklad C lezy wewnatrz odcinka Rysunek 1
AB, to méwi sie: punkt C' lezy na prostej g miedzy
q g AiB, AiC ztej samej strony od B, BiC
A C B z tej samej strony od A, A i B z réznych stron
C. Wtedy jednak A nie lezy miedzy B i C, ani

B miedzy A i C (II). Stad mamy:

6. Twierdzenie. — Jesli trzy punkty leza na linii prostej, to jeden z nich lezy
pomiedzy dwoma pozostatymi. — Oraz:

7. Twierdzenie. — Jeli punkty A, B, C leza na prostej, C miedzy A i B, to
ani A nie lezy miedzy B i C, ani B miedzy A i C.

Gdy na miejsce pierwotnie wprowadzonych terminéw wstawimy nowe: 1) punkt
linii prostej, 2) punkt miedzy dwoma punktami (na prostej), to wszystkie stwier-
dzenia zostang sformutowane na nowo. Przejdziemy najpierw przez aksjomaty I-VI
i wyrazimy ich tre$¢, o ile nie byla ona juz wystowiona w twierdzeniach 4-7, przez
nastepujace cztery stwierdzenia:

8. Twierdzenie. — Jesli na prostej dane sa dwa punkty A i B, to zawsze mozna
na niej wybraé¢ C' tak, iz C lezy miedzy A i B.

9. Twierdzenie. — Jesli na prostej dane sa dwa punkty A i B, to zawsze mozna
na niej wybraé¢ C tak, iz A lezy miedzy B i C.

10. Twierdzenie. — Jesli punkty A, B, C, D lezg na prostej, C miedzy A i B,
D miedzy A i C, to D takze lezy miedzy A i B.
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11. Twierdzenie. — Jedli punkty A, B, C, D leza na prostej, C' i D miedzy A
i B, ale D nie miedzy A i C, to D lezy miedzy B i C.

Obydwa ostatnie stwierdzenia mozna zastapié¢ jednym jedynym, ktére powstaje
przez wykorzystanie 6, 10, 11. Niech mianowicie A, B, C', D beda punktami prostej,
D potozony miedzy A i B; wtedy albo C lezy miedzy A i B (6), a wigc stosujemy
twierdzenie 11, albo A miedzy B i C, a stad (10) D miedzy B i C, albo B miedzy
AiC,astad (10) D miedzy AiC, t.j.:

12. Twierdzenie. — Jesli punkty A, B, C, D leza na prostej, D miedzy A i B,
to D lezy albo migdzy A i C, albo miedzy B i C.

Tutaj rzeczywiscie stwierdzenie 11 jest bezposrednio zawarte; zas 10 otrzymuje
sie z 71 12 w sposéb nastepujacy. Niech A, B, C'; D beda punktami prostej, ktére
czynia zado$é zalozeniom twierdzenia 10. Poniewaz C' lezy miedzy A i B, wiec (12)
C' lezy miedzy A i D lub miedzy B i D; poniewaz D lezy miedzy A i C, wiec (12)
D lezy miedzy A i B lub miedzy B i C. Ale (7) C nie lezy miedzy A i D, a wigc C
lezy miedzy B i D, a stad (7) D nie lezy miedzy B i C, lecz D lezy miedzy A i B.

Korzystajac z 7, 10, 11, a wiec réwniez z 7, 12 mozna udowodnié¢ nastepujace
twierdzenie, odpowiadajace twierdzeniu 1:

13. Twierdzenie. — Jesli punkty A, B, C, D lezg na prostej, C miedzy A i B,
D miedzy B i C, to C lezy miedzy A i B.

Siédmemu aksjomatowi odpowiada:

14. Twierdzenie. — Jesli A, B, C, D lezg na linii prostej, B miedzy A i C, a
jednoczeénie B miedzy A i D, to A nie lezy miedzy C i D.

To mozna jednak wyprowadzi¢ z 7 i 12, z wykorzystaniem 13. Niech bowiem
wedle owych zalozenn A lezy miedzy C i D, a wiec A lezalby miedzy B i D (13),
podczas gdy B powinien leze¢ miedzy A i D (7).

Na mocy (6) albo C lezy miedzy A i D, a stad miedzy B i D (13), albo D
miedzy A i C, a stad miedzy B i C (13), czyli w kazdym przypadku B nie lezy
miedzy C i D (7), t.j.:

15. Twierdzenie. — Jesli A, B, C, D lezg na linii prostej, B miedzy A i C, a
jednoczeénie B miedzy A i D, to B nie lezy miedzy C' i D.

Trzeba jedynie zamienié ze soba B i D, aby z tego otrzymaé rozszerzenie twier-
dzenia dwunastego, wedle ktérego obie wyslowione w nim mozliwo$ci nawzajem
sig¢ wykluczaja. Rozszerzenie to da si¢ jednak otrzymac jako wniosek ze stwierdzen
6, 7, 12.

Wreszcie, 6smemu aksjomatowi odpowiada:

16. Twierdzenie. — Jedli A, B, C, D leza na linii prostej, A migdzy BiC, B
miedzy Ai D, to A lezy miedzy C i D.

To takze mozna wyprowadzi¢ z 6, 7, 12. Niech bowiem C' lezy miedzy A i D
(6), wtedy C lezalby miedzy B i D (71 11), a stad B miedzy A i C (13); gdyby
D lezal miedzy A i C, to B takze lezalby miedzy A i C (10). Jedno i drugie jest
niemozliwe (7).

Podczas gdy dla okreslenia odcinka wymagane sa oba punkty koncowe, dla wy-
znaczenia prostej mozna wziaé¢ dowolne dwa jej punkty. Ta okolicznos$¢ pociaga za
soba to, ze w przypadku aksjomatu I wchodza w gre twierdzenia 4, 5, 6, natomiast
w przypadku aksjomatéw IV, V, VII, VIII jedynie twierdzenie 12; aksjomaty II,
II1, VI dostarczaja, odpowiednio, twierdzen 8, 7, 9. Ze stwierdzen 4-9 oraz 12, lub
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z 4-11 mozna wyciagna¢ te same wnioski, ktére mozna zwiaza¢ z aksjomatami.
Interesujace sa tu jedynie dwa nastepujace stwierdzenia.

17. Twierdzenie. — Dla dowolnego (skoniczonego) zbioru punktéw prostej wy-
bra¢ mozna dwa punkty, miedzy ktoérymi leza wszystkie pozostate.

Dowo6d. — Jedli wybierze sie dowolnie punkty A, B, to w ogdlnosci pozostate
punkty beda lezaly po czeéci miedzy A i B, a po czesci nie. Do drugiego rodzaju
niech nalezy C' i niech B lezy miedzy A i C (6). Wtedy punkty lezace miedzy A
i B znajduja sie takze miedzy A i C' (10), a ponadto punkt B i byé moze inne
jeszeze z podanych punktéw [takze leza miedzy A i C|. Jedli czesé z nich nie lezy
miedzy A i C, to A lub C zastepujemy nowym punktem. Itd.

18. Twierdzenie. — Jesli dany jest dowolny zbiér punktow prostej, to mozna
podaé na niej dwa punkty tak, ze miedzy nimi leza wszystkie dane.

Dowdd. — Spoéréd podanych punktéw mozna wybraé dwa, miedzy ktorymi
leza wszystkie pozostale (17), niech beda to E i F. Wybiera si¢ teraz na danej
prostej punkt M tak, ze E lezy miedzy F i M (9), a potem punkt N tak, ze
F lezy miedzy M i N (9). Na mocy (10) wszystkie punkty lezace miedzy E i F
znajduja sie takze miedzy M i F', a stad réwniez miedzy M i N (10). To samo
zachodzi dla E i F (10), a wigc dla wszystkich podanych punktéw.

Twierdzenia 4, 5 wyrazaja szczegdlne wlasnosci linii prostej. Natomiast twier-
dzenia 6-11 dotycza kazdej linii ograniczonej (samej w sobie nigdzie sie nie przeci-
najacej ani stycznej do siebie). Gdy wewnatrz takiej [linii] wybierze sie trzy punkty
A, B, C, to jeden z nich lezy miedzy dwoma pozostatymi; jesli C' lezy miedzy A i B,
to A nie lezy miedzy B i C, itd. Stosowne sa wiec wszystkie stwierdzenia, ktére
wynikaja wylacznie z 6-11.

Jedli natomiast wybierze sie trzy punkty A, B, C na linii zamknietej (sa-
mej w sobie nigdzie sie nie przecinajacej ani stycznej do siebie), to nie ma sensu
B moéwienie, ze np. C lezy miedzy A i B, poniewaz z A do

B prowadzg na tej linii dwie drogi, z ktérych jedna prze-
chodzi przez C, a druga nie. Niemniej jednak mozna

A stworzy¢ podobne pojecie. Wybieram na podanej li-
nii dowolny punkt E oraz ustalam, ze dopuszczalne sg

tylko takie drogi, ktére wykluczaja punkt E. Wtedy z

A do B istnieje tylko jedna droga; jesli przechodzi ona

C

E przez C, to C lezy miedzy A i B, przy przestrzeganiu
podanego ustalenia, i méwie: przy wykluczonym E, C
Rysunek 2 lezy miedzy A i B (lub B i A). Punkt E oznaczam przy

tym jako ,punkt graniczny”.

Mozna operowaé¢ tym nowym pojeciem tak, jak tym odnoszacym sie do linii
ograniczonej, i znowu zachodza stwierdzenia 6-11, gdy wprowadzi si¢ F oraz dopi-
sek ,przy wykluczonym E” lub ,dla punktu granicznego E”. Nowe pojecie odnosi
sie¢ do czterech punktéw A, B, C, E linii zamknietej. Stosuje si¢ je, gdy wsrdd drég,
ktére prowadza z A do B jedna przechodzi przez C, a jednoczesnie nie przechodzi
przez E; wtedy jednak inna droga przechodzi przez E, a nie jednoczesnie przez
C, t.j. dla punktu granicznego C, E lezy miedzy A i B. Punkty C i E moga wiec
zamienia¢ si¢ rolami i gdy nie mozna przejs¢ z A do B bez natrafienia na jeden
z nich, to méwi sie: A ¢ B sq rozdzielone przez C i E (lub E i C).
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Gdy przeniesiemy stwierdzenia 6-11 na lini¢ zamknieta, to pojawiaja sie poniz-
sze stwierdzenia b—f, ktére poprzedzimy [stwierdzeniem], zachodzacym tylko dla
linii zamknietej, a mianowicie:

a) Jedli C lezy miedzy A i B przy wykluczonym E, to E lezy miedzy A i B
przy wykluczonym C.

Tutaj, podobnie jak w stwierdzeniach nastepnych, mowa jest tylko o punktach
jednej i tej samej linii zamknietej oraz o ich polozeniu na tej linii.

b) Przy wykluczonym E, albo A lezy miedzy B i C, albo B miedzy A i C,
albo C miedzy A i B, przy czym kazde z tych polozen wyklucza oba pozostale.

c) Jesli dla wykluczonego punktu granicznego E punkt C' lezy miedzy A i B,
punkt D miedzy A i C, to D takze lezy miedzy A i B, dla wykluczonego punktu
granicznego F.

d) Jedli dla wykluczonego punktu granicznego E punkty C' i D leza miedzy A
i B, to dla tego samego punktu granicznego punkt D lezy albo miedzy A i C, albo
miedzy B i C.

e) Jesli dane s trzy punkty A, B, F, to mozna wybra¢ C tak, ze C lezy miedzy
A i B dla punktu granicznego F.

f) Jesli dane sa trzy punkty A, B, E, to mozna wybraé¢ D tak, ze B lezy miedzy
A i D dla punktu granicznego F.

Ostatnie stwierdzenie jest zalezne od poprzednich; mozna je wyprowadzié z a,
b, e. Najpierw mianowicie wyciaga si¢ wniosek z a i b.

g) Jesli AB sg rozdzielone przez CE, to takze CE sa rozdzielone przez AB.

Dowdéd. — Zgodnie z zatozeniem C' lezy miedzy A i B dla punktu granicznego
E, za§ E miedzy A i B dla punktu granicznego C (a). Na mocy (b) BC nie sa
rozdzielone przez AE, a tym mniej BE [nie sa rozdzielone] przez AC. Na mocy (a)
E nie lezy miedzy B i C, C nie lezy miedzy B i E przy wykluczonym A. Pozostaje
zatem tylko mozliwosé (b), ze B lezy miedzy C i E przy wykluczonym A, t.j. ze
CFE sa rozdzielone przez BA (lub AB). — Ta obserwacja faktycznie poucza, ze ma
to miejsce, o ile AB sa rozdzielone przez C'E; jednak wykorzystanie stwierdzen a
i b prowadzi do tego samego wyniku.

Jedli teraz dane sa E, B, A, to moge wybraé¢ D tak (e), ze D lezy miedzy Bi E
przy wykluczonym A, t.j. BE sa rozdzielone przez DA, a wiec DA [sg rozdzielone]
przez BE (g), t.j. B lezy miedzy A i D przy wykluczonym E.

Ze stwierdzen 6, 7, 10, 11 wynikaja 12-17. Analogicznie postapi¢ mozna ze
stwierdzeniami b, ¢, d; dla tych wynikéw trzeba jedynie wprowadzié dwa [stwier-
dzenia], ktére odpowiadaja tym o numerach 12 i 15.

h) Jesli D lezy miedzy A i B dla punktu granicznego E, ale nie miedzy B i C,
to D lezy miedzy A i C dla tego samego punktu granicznego.

i) Jedli D lezy miedzy A i B dla punktu granicznego E, a jednoczes$nie miedzy
A1iC,to D nie lezy miedzy B i C dla tego samego punktu granicznego.

Przy rozwazeniu (g) wnioskuje sie teraz: jesli DFE sa rozdzielone przez AB, ale
nie przez BC, to DE sg rozdzielone przez AC; jesli DE sa rozdzielone przez AB
oraz przez AC, to DE nie sa rozdzielone przez BC; je$li DE nie sg rozdzielone
ani przez AC, ani przez BC, to nie sa one tez rozdzielone przez AB, t.j.:

k) Jesli AB sa rozdzielone przez jedna z par CE i DE, ale nie przez druga, to
AB sg rozdzielone przez CD. Oraz:
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1) Jesli AB sa rozdzielone przez pary CE i DE, lub nie sa przez obie rozdzie-
lone, to AB nie sg tez rozdzielone przez C'D. Albo: jesli AB sa rozdzielone przez
CD, to AB sa rozdzielone przez jedna z par CE i DE, ale nie przez druga.

Stwierdzenia a—e mozna okredli¢ jako aksjomaty; z nich wyprowadzone sg
stwierdzenia f-1. Tak jak 10 i 11 wynikaja z 7 i 12, tak ¢ oraz d wynikaja z b
oraz h, lub z a, b oraz k, poniewaz h jest wnioskiem z g oraz k, zas g jest wnio-
skiem z a oraz b. Przy pomocy stwierdzen a, b, e, k, a przy tym wylacznie przy
tej pomocy mozna potem udowodni¢ wszystkie pozostalte stwierdzenia grupy a-l.

Po przyjeciu ustalonego punktu F na linii zamknietej udaje sie powtérzyé
obserwacje, ktére przedstawione zostaly dla linii ograniczonej; linia zamknieta,
poprzez wylaczenie punktu F, jest traktowana w pelnej analogii z ograniczona.
Takze na odwrét, pojecie pary rozdzielonej daje sie przenie$¢ na linie ograniczona;
w jaki sposob tego sie dokonuje, pouczaja stwierdzenia k oraz 1. Ograniczajac sie
teraz do linii prostej, podamy nastepujaca definicje. Jesli jeden z punktéw C', D na
linii prostej lezy miedzy A i B, lecz drugi nie, to méwimy (Definicja 4): punkty AB
sq rozdzielone przez C D, lub: przy wykluczonym D (dla punktu granicznego D) C
lezy miedzy A 1 B. Wymienno$¢ A z B oraz C' z D zasadza sie w samej definicji. Dla
linii prostej zachodzi zatem stwierdzenie a, i powinno zostaé pokazane, ze takze
stwierdzenia b, e, k zachowuja swoja waznosé¢. To, ze zachodzg wszystkie zdania
a—1 nie potrzebuje odtad dowodu.

19. Twierdzenie. — Jesli A, B, C', E sa punktami prostej, to albo BC sa
rozdzielone przez AE, albo CA przez BE, albo AB przez CE i kazde z tych
potozen wyklucza oba pozostate.

Dowdéd. — Mozna tak oznaczy¢ punkty A, B, C, ze A lezy miedzy B i C (6).
Teraz albo B znajduje sie miedzy C i F, albo C' miedzy B i F, albo F miedzy B
i C (6). W pierwszym przypadku B lezy miedzy C' i E, A miedzy B i C, a zatem
A miedzy C i E (10), B miedzy A i E (13); tak wiec (stwierdzenie 7 i def. 4),
BC' sg rozdzielone przez AFE, ale CA nie sa rozdzielone przez BE, a AB nie sg
rozdzielone przez C'E. Drugi przypadek powstaje poprzez zamiane B z C, a wiec
prowadzi do tego samego wyniku. W trzecim przypadku A i E lezg miedzy B i C,
a zatem A lezy albo miedzy B i E, albo miedzy C' i E (11). Jedli A lezy miedzy
Bi E, awiec E miedzy A i C (13), to (stwierdzenie 7 i def. 4) AC sa rozdzielone
przez BE, ale BC nie sg rozdzielone przez AFE, a AB nie sy rozdzielone przez
CE. Jedli A lezy miedzy C i E, to AB sa rozdzielone przez C'E, lecz BC' nie sa
rozdzielone przez AFE, a AC nie sa rozdzielone przez BE (stwierdzenia 7, 13 i def.
4).

20. Twierdzenie. — Jedli punkty A, B, E leza na linii prostej, to mozna wybraé
C tak, ze AB sg rozdzielone przez CE.

Dowéd. — Jesdli E nie lezy miedzy A i B, to wybiera sie C miedzy A i B (8).
Jesli E lezy miedzy A i B, to wybiera si¢ C' tak B lezy miedzy A i C' lub A lezy
miedzy B i C (9), a wiec C nie lezy miedzy A i B (7). W obu przypadkach AB sa
rozdzielone przez CE (def. 4).

21. Twierdzenie. — Jesli punkty AB na prostej sa rozdzielone przez jedna
z par CE i DE, lecz nie przez druga, to AB sa rozdzielone przez CD.

Dowéd. — Niech AB beda rozdzielone przez C'E, a nierozdzielone przez DE.
Jedli teraz C lezy miedzy A i B, a wiec E nie [lezy miedzy A i B] (def. 4), to
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takze D nie lezy miedzy A i B (def. 4). Jesli jednak C nie lezy miedzy A i B, to
E znajduje sie miedzy tymi dwoma punktami (def. 4), a stad (def. 4) réwniez D
[lezy miedzy A i B]. W obu przypadkach AB sa rozdzielone przez C'D (def. 4).

Tym samym wyprowadzone zostalo przeniesienie stwierdzen a, b, e, k na takie,
ktére odnosza si¢ do punktéw na linii prostej. Z tych trzech otrzymanych twierdzen
bez trudnosci wyprowadza si¢ wnioski, ktére odpowiadaja pozostatym stwierdze-
niom poprzedniej grupy. Stwierdzenia g oraz 1 przechodza na dwa nastepujace:

22. Twierdzenie (Odwrotno$é¢ poprzedniego). — Jesli A, B, C, D, E sa punk-
tami prostej oraz AB sa rozdzielone przez C'D, to AB sg rozdzielone przez jedna
z par CE i DE, lecz nie przez druga.

23. Twierdzenie. — Jedli na prostej punkty AB sg rozdzielone przez CD, to
réwniez C'E sa rozdzielone przez AB.

Dzigki tym wynikom mozliwe staje sie¢ traktowanie linii prostej podobnie jak
zamknietej. —

Do wprowadzonych pierwotnie poje¢ geometrycznych dotaczyty, w trakcie roz-
woju [teorii], nowe, ktére jednak sa sprowadzalne do owych [wyjsciowych]. Te wla-
$nie bedziemy nazywali pojeciami wyprowadzonymi [abgeleitete Begriffe], a po-
zostale pojeciami pierwotnymi [Grundbegriffe]. Pojecia wyprowadzone sa definio-
wane, przy czym za kazdym razem uzywane sa do tego poprzednie pojecia, zadne
inne; gdy dochodzi do zastosowania wyprowadzonego pojecia, bezposrednio lub
posrednio uwzgledniana jest jego definicja; bez takiego odwolania sie nie byloby
mozliwe interesujace nas prowadzenie dowoddéw. Pojecia pierwotne nie sq defi-
niowane; zadne wyjadnienie nie jest w stanie zastapi¢ tych érodkéw, ktore same
rekonstruujg rozumienie owych prostych pojeé, niesprowadzalnych do innych, czyli
wskazan na stosowne obiekty natury. Gdy Euklides mowi: ,,Punktem jest to, co
nie ma czesci; linia jest dlugoscia bez szerokosci; linia prosta (odcinek) jest tym, co
jest jednakowo potozone wzgledem znajdujacych sie na niej punktéw”, to wyjaénia
wprowadzone pojecia przez pojecia, ktére nie nadaja sie¢ do wykorzystania i ktére
nigdzie w dalszym wykladzie nie zostaja wykorzystane. W rzeczywistosci zadne
miejsce [w tekscie] nie odwoluje sie do ktérejs z owych wypowiedzi, dzieki ktérym
czytelnik, ktory z ,Elementéw” o pierwotnych pojeciach geometrycznych niczego
w ogole nie moze sie nauczy¢, bez przedstawienia utworzonego juz wprzédy przez
powtarzane obserwacje, co najwyzej przypomni sobie stosowne przedstawienia i be-
dzie zmuszony do tego, aby ograniczy¢ je lub rozszerzy¢, zgodnie z wymogami
naukowymi.

Matematyka ustanawia relacje miedzy pojeciami matematycznymi, ktére po-
winny odpowiadaé rzeczywistosci doswiadczenia, lecz w wigkszosci nie sa bez-
posrednio zapozyczone z do$wiadczenia, ale ,dowodzone”; wiedza potrzebna do
przeprowadzania dowodéw (poza definicjami pojeé wyprowadzonych) sama two-
rzy czes¢ ustanawianych relacji. Po wydzieleniu stwierdzen opartych na dowo-
dzie, [czyli] twierdzeri, pozostaje grupa stwierdzen, z ktérych wyprowadzié mozna
wszystkie pozostale, [czyli] aksjomatdw; te osadzone sa bezposrednio w obserwa-
cjach,® ma sie rozumieé¢ w obserwacjach, ktére nieustannie powtarzaty sie od nie-

3Empirycznym zrédlom aksjomatéw geometrycznych poéwiecit gruntowne rozwazania Helm-
holz w swoim wykladzie ,,O Zrédle i znaczeniu aksjomatéw geometrycznych” (Populdre wissen-
schaftliche Vortrage von H. Helmholz, zeszyt trzeci, Braunschweig 1876).
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pamietnych czasow, ktére pojmowane sg jasniej niz te innego rodzaju, i z ktérymi
ludzie z tego powodu tak sa od dawna oswojeni, ze ich zrédlo niknie w zapomnieniu
i moze by¢ przedmiotem sporu.

Aksjomaty powinny w spos6b pelny obejmowaé¢ wypracowany dla matematyki
material empiryczny, tak, aby po ich ustanowieniu nie bylo juz potrzeby odwoty-
wania sie do doswiadczen zmystowych. Tym ostrozniej musza by¢ ustalane ewentu-
alne uprzednie ograniczenia, ktérym podlega zastosowanie poszczegdlnych aksjo-
matéw. Dla czedci ustalonych wyzej aksjomatow geometrycznych, a mianowicie dla
Ii VI, poczynmy teraz takie ograniczenia. W pierwszym aksjomacie punkty pota-
czone odcinkiem prostym nie powinny by¢ zbyt blisko siebie. Jak dlugo wszystkie
rozwazane punkty rozdzielone sg przestrzenia miedzy nimi, zastrzezenie to oka-
zuje sie¢ zbedne. Jest to rzeczywiscie przypadek figur, z ktérych ogladu tworzy sie
aksjomaty; dla takich figur 6sme twierdzenie — jedyne, ktorego dotyczy to zastrze-
zenie — bedzie wiec zawsze zachodzito. Jednak przez wielokrotne zastosowanie tego
stwierdzenia figura traci swoja pierwotng wlasnosé. Je§li A i B sa punktami wyj-
$ciowej figury i na prostej AB wlaczony zostanie punkt C' miedzy A i B, potem C
e & ¢ o o miedzy A i C, Cy miedzy A i Ci, itd., to

A c, C C B mozna trafiaé¢ coraz blizej punktu A trzeba

wtedy w koncu zrezygnowaé z dalszych wila-
czen.* Osmego twierdzenia nie mozna zatem stosowaé dowolnie czesto na prostej.
Jakiejs ustalonej ostrej granicy nie da sie co prawda podaé; trzeba jednak wy-
strzegac si¢ wnioskowania nieistnienia jakiejkolwiek granicy z braku istnienia $cisle
podanej granicy.

Geometrycznych aksjomatéw i poje¢ pierwotnych uczymy si¢ na obiektach, od
ktorych jestedmy wzglednie mato oddaleni; poza takim obszarem ich stosowanie nie
jest bez zastrzezen prawomocne. Jesli na przyktad wyjdzie si¢ od odcinka prostego

o o~ o o~ o AB i przedtuzy go poza B do By (VI), potem
A B Bl BZ B3 BB1 poza Bl do 327 BlBg poza B2 do Bg,
itd., to mozna przez dtuzszy czas wprowadzac
odcinki proste ABy, AB>, itd., ale predzej czy pdzniej przychodzi punkt B,, o
ktorego potaczeniu odcinkiem prostym z punktem A nie moze by¢é mowy bez tego,
izby pojecie to utracilo swdj charakter jako pojecie pierwotne. Méwi sie tez miano-
wicie (gdy kazdy ciag nastepujacych po sobie odcinkéw prostych, z ktérych kazde
dwa sasiednie lacza sie w odcinek prosty, znéw nazywa sie odcinkiem prostym),
ze odcinek AB przedtuza sie do By, odcinek AB; do Bs, odcinek ABs do Bs, itd.
To jednak nie zmienia nic w sposobie, na jaki punkty Bi, Bo,...rzeczywiscie sa
przedtuzane; albowiem gdy B, jest zbyt daleko od A, to mozna dla utworzenia
B, +1 nie korzystaé¢ juz z A, ale mozna z B,,_1. A zatem rowniez szdsty aksjomat
(lub dziewiate twierdzenie®) nie moze byé stosowane dowolnie czesto dla jednej
i tej samej figury, przy czym znowu nie istnieje jakas ostra granica.

Nastepne rozwazania zakladaja, jak dotychczasowe, wszelkie figury,® ktérych
czeSci sg wystarczajaco blisko siebie, aby umozliwi¢ ocene ich zwiazkéw geome-
trycznych. Do polgczen takich figur mozna sprowadzi¢ wszystkie zastosowania geo-

4Por. doktadniejszy wywéd w § 23.

5Na 6smym i dziewigtym opiera sie dwudzieste.

6Por. Riemann, Gesammelte Werke, str. 266; F. Klein, Math. Ann. Bd. 4, str. 576 i 624, Bd.
6, str. 134.



[186] Moritz Pasch

metrii, temat, ktory nie bedzie tu blizej omawiany. Jednak to, jak pojecia i zasady
geometryczne, ktére dobrze sprawdzaja sie¢ wewnatrz ograniczonego obszaru, moga
utraci¢ swoja wazno$é przy rozszerzeniu tego obszaru, zostanie unaocznione przez
calkiem proste rozwazania. Zalézmy, ze po zamknietej (zwyklej) linii porusza sie
obserwator, ktory moze ogarnia¢ wzrokiem tylko mala jej czesé, a w ogdle moze
przeby¢ jedynie czesé tej linii, i ktéry na skutek tego nie rozpoznal jeszcze owej
linii jako zamknietej. Obserwator ten bedzie podczas kazdego obejrzenia przebytej
drogi dochodzil do przekonan, ktére wyrazone sa w stwierdzeniach 6-11 dla linii
prostej, i bedzie potem rozszerzaé je na caly dostepny M

mu obszar; bedzie w kornicu sklonny przeniesé je na li-

nie w calej jej rozciaglodci, lecz gdy to uczyni, dotrze

naturalnie do niewtasciwych wnioskéw. Niech na przy-

ktad A, B beda punktami w niewielkiej odlegtosci od

siebie, a punkt M niech z zalozenia bedzie osiagalny

poprzez przedtuzenie drogi AB; méwi sie nastepnie, ze

B lezy miedzy A i M oraz wnioskuje dalej, ze A nie lezy A B
miedzy B i M, a wiec zaprzecza si¢ majacej rzeczywi-
$cie miejsce mozliwoéci osiagniecia punktu M poprzez Rysunek 3

rozszerzenie drogi BA poza A.

Te uwage nalezy uwzglednia¢ m.in. przy pytaniu, czy proste AB i CD moga
mieé punkt wspdlny, gdy figury ABC oraz CDA (nie ADC') sa przystajace (§ 13),
a punkty B, D leza po roéznych stronach prostej AC. Figury ABCD i CDAB
sg przystajace, a odcinki proste AB, C'D nie maja zadnego punktu wspolnego.
Zwyklo si¢ wnioskowaé: gdyby proste AB i C'D mialy punkt wspélny M, to figury
ABCDM i CDABM bytyby przystajace, a M lezalby poza odcinkiem AB; gdyby
np. B lezal miedzy A i M, to D takze lezalby miedzy C'i M, D i M po tej samej
stronie prostej BC, podobnie A i M, t.j. A miedzy B i M, co nie jest mozliwe.
To jednak nie rozstrzyga tego pytania, poniewaz niektore pojecia geometryczne
i stwierdzenia by¢ moze nie powinny by¢ stosowane do figury ABCDM , jak to
przed chwily sie zdarzylo.

k) %k X%
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Uwagi ttumacza

1. W tekscie niemieckim uzywa si¢ rodzajnikéw okreslonych ,der” Strecke. Ka-
tegoria sposobu okreslonosci nie jest zgramatykalizowana w jezyku polskim.
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2. Thumaczyltem Grundbegriffe jako pojecia pierwotne, zas Grundsdtze jako ak-
sjomaty.

3. Polski uzus jezykowy kaze méwié, ze punkty leza na odcinku (lub na pro-
stej). W tekscie niemieckim jest wszedzie: der Punkt liegt innerhalb der
Strecke, der Punkt liegt in einer Geraden. Po polsku punkt lezy wewngtrz
odcinka jest oczywidcie akceptowalne.

X K ok

Od Redakcji

Wspbdlczesne aksjomatyki geometrii syntetycznej, poczynajac od Hilberta,
przez Borsuka i Szmielew, po Tarskiego, przyjmuja aksjomaty incydencji oraz
lezenia miedzy. Pierwsza proba usystematyzowania tych poje¢ pochodzi wlasnie z
Wykladow nowszej geometrii Moritza Pascha.
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